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一个保守超混沌系统分析及 FPGA 设计 

 
于海博，贾红艳，王合进 

(天津科技大学电子信息与自动化学院，天津 300457) 

 

摘  要：为探究一个保守超混沌系统的复杂动态特性及物理可实现性，首先，对其进行数值分析，并从 Lyapunov 指数零和角度

验证了该系统相空间体积保守的特性。然后，通过相轨迹图、Lyapunov 指数图和分岔图等分析手段，发现该系统表现出多稳定

性，能够在拟周期和超混沌状态之间动态切换。最后，基于 DSP Bulider 平台，利用现场可编程门阵列(field programmable gate 

array，FPGA)技术实现了该保守超混沌系统，不仅从物理特性上说明了保守超混沌系统的存在，而且为混沌应用提供了物理模

型。 
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Analysis of a Conservative Hyperchaotic System and FPGA Design 

 

YU Haibo，JIA Hongyan，WANG Hejin 
(College of Electronic Information and Automation, Tianjin University of Science and Technology, Tianjin 300457, China) 

   

 

Abstract：In order to explore the complex dynamic characteristics and physical realizability of a conservative hyperchaotic system, firstly, 

it is numerically analyzed, and its phase space volume conservation characteristics are further verified from the perspective of Lyapunov 

exponent zero. Then, through the analysis of phase trajectory diagram, Lyapunov exponent diagram and bifurcation diagram, it is found 

that the conservative hyperchaotic system is multi-stable, that is, it dynamically switches between quasi-periodic and hyperchaotic states. 

Finally, based on DSP Bulider, the conservative hyperchaotic system is realized by field programmable gate array(FPGA) technology, 

which not only explains the existence of conservative hyperchaotic from the physical characteristics, but also provides a physical model 

for chaotic application. 

Key words：phase space volume conservation ; hyperchaotic system; numerical analysis; field programmable gate array(FPGA) design  

与耗散混沌系统相比，保守混沌系统在空间中

展现出更为复杂的运动特性。因此，近年来学者们

对保守混沌的运动学探究越来越广泛[1-3]。Dong 等[4]

提出了一种保守系统的建模方法，分析了该系统的

多稳态特性；Qi 等[5]分析发现了保守混沌的遍历特

性，并通过 FPGA 技术验证了保守混沌的存在。 

通常，保守混沌系统的相空间体积不随时间改

变，所以在相空间中，保守混沌并不会产生混沌吸

引子，只会产生周期、拟周期性或混沌等流形[6–7]。

此外，保守超混沌系统还具有较强的随机性、多稳

定性、遍历性等显著特性[8–10]。这些复杂的动力学行

为使保守混沌系统更适合应用于保密通信[11]、图像

加密[12]、医学医疗[13]、复杂神经网络[14]等领域。尤

其是具有两个正的 Lyapunov 指数的超混沌保守系

统，因其动态特性比保守混沌系统更为复杂[15]，更

适合用于应用研究。 

目前混沌系统应用于实践的方式主要为模拟电

路和数字电路，模拟电路易受周围环境影响且自身

参数难以精确控制，从而限制了实践的广泛性[16]。

数字电路具有稳定性强、复杂度低等优点而被广泛
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应 用 于 混 沌 应 用 。 现 场 可 编 程 门 阵 列 (field 

programmable gate array，FPGA)作为数字混沌电路的

有效实现方法之一，能显著降低外部物理环境干扰

的影响，其实现的系统动力学特性与数值仿真结果

高度吻合[17–24]。 

2023 年，Dong 等[25]发现了一个具有暂态特性的

保守超混沌系统，并给出了随机性测试，说明其非

常适合应用于加密研究，但是作者没有从物理特性

上进一步说明保守超混沌及多稳定性的存在。本文

将进一步利用 FPGA 技术设计该超混沌保守系统，

不仅从物理特性上说明其存在性，而且也为混沌应

用提供了新的电路模型。 

1  一个保守超混沌系统 

2023 年，Dong 等[25]提出了一个保守的超混沌

系统，可以描述为 

1 1 2 5

2 2

2 1 3

3 2 3 3 4 3

2 2

4 3 5

5 4 5 1 5

y y y ay

y y y

y y y y y by

y y y

y y y ay by

 


  


   


  
    

          (1) 

式中： 1y 、 2y 、 3y 、 4y 、 5y 是状态变量， a 、 b

是可调参数。 

根据文献[25]，系统(1)满足空间相体积保守条

件，且随着初值变化体现出多稳态特性，具体表现

为系统在拟周期和超混沌状态之间切换。 

为了从物理特性上说明该保守超混沌系统的存

在，本文进一步分析其保守特性、多稳定性。 

2  一个保守超混沌系统动态特性分析 

龙格–库塔(Runge-Kutta)法是一种求解常微分方

程的常用方法，具有良好的精度和稳定性，常被用

来研究混沌系统的动态特性[26–27]。本文后续的动态

特性分析也采用该方法进行研究。 

2.1  Lyapunov 指数零和特性 

为探究系统(1)的相空间体积保守特性，设置系

统(1)的参数 15b  ，初值 0 (8,8,8,8,8)S  ，绘制在

 0,10a 区间内的 Lyapunov 指数图，仿真结果如图

1 所示。通过对图 1 的分析可以发现，当  0,4.3a
 

 6.5,10 时， 1EL 、 2EL 大于 0，说明系统将呈现超

混沌状态；  4.3 6.5a ， 时，系统 Lyapunov 指数趋于

0，说明系统将呈现拟周期状态。将图 1 中 Lyapunov

指数进行加和处理，绘制 Lyapunov 指数和图，如图

2 所示。可以发现，Lyapunov 指数和为 0，即系统

(1)Lyapunov 指数关于 x 轴对称分布，从 Lyapunov

指数零和角度说明了系统(1)的相空间体积保守。同

时，系统(1)的 Lyapunov 指数零和特征与文献[25]中

所提到的零散度特征相符，进一步验证了系统(1)的

体积保守特性。 

     
  图 1 随参数 a 变化的 Lyapunov 指数图 

Fig. 1  Lyapunov exponent diagram varying with 

parameters a  

 

图 2 随参数 a 变化的 Lyapunov 指数的和 

Fig.2  Sum of Lyapunov exponents varying with parameter 
a    

2.2  参数变化时的动态特性分析 

为探究系统(1)在动力学方面的特性，设系统(1)

的 参 数 15b  ， 初 值 0 (8,8,8,8,8)S  ， 在 区 间

 30,30a  内绘制系统(1)的 Lyapunov 指数图和分岔

图，仿真结果如图 3 所示。                                

对 Lyapunov 指数图和分岔图进行分析，当

       30, 22 18.6, 16.8 5.3,6.8 16.9,30a    

时，系统(1)的 Lyapunov 指数全部趋近于 0，呈现拟

周期状态；当      22, 18.6 16.8,5.3 6.8,16.9a   

时，系统(1)存在两个 Lyapunov 指数大于 0，即该系

统呈现超混沌状态。 
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  (a)Lyapunov 指数图 

 

 (b)分岔图 
图 3 随参数 a 变化的 Lyapunov 指数图和分岔图 

Fig. 3  Lyapunov exponent diagram and bifurcation 

diagram varying with parameters a  

设参数 15b  ，初值 0 (8,8,8,8,8)S  ，在 20a  处

和 3.5a  处分别绘制系统(1)的相轨迹图，如图 4 所

示。图 4(a)的相轨迹呈现闭合环绕状，此时系统(1)

处于拟周期状态；图 4(b)的相轨迹呈现无规则状，此

时系统(1)处于超混沌状态。 

    
(a)拟周期流 1              (b)超混沌流 1 

图 4 随参数 a 变化的相轨迹图 

Fig. 4  Phase trajectory diagram varying with parameter a  
设参数 15b  ，初值 0 (8,8,8,8,8)S  ，令参数 a 的

值分别为 20a  和 3.5a  绘制系统(1)的时序图如图

5 所示，拟周期状态和超混沌状态分别用红色和绿色

标记，从时域角度验证了拟周期状态和超混沌状态

的差异。 

 

图 5 系统(1)关于参数 a 的时序图 

Fig. 5 Timing diagram of system (1) about parameter a  

设系统(1)的参数 10a  ，初值
0 (8,8,8,8,8)S  ，

在区间  30,30b  内绘制随参数 b 变化的 Lyapunov

指数图和分岔图，如图 6 所示。通过分析 Lyapunov

指 数 图 和 分 岔 图 ， 可 以 发 现

     30, 19 8,10 15,30b   时，系统(1)处于超混

沌状态；    19,8 10,15b  时，系统(1)处于拟周

期状态。  

 

 (a)Lyapunov 指数图 

 

   (b)分岔图 

图 6 随参数 b 变化的 Lyapunov 指数图和分岔图 
Fig. 6  Lyapunov exponent diagram and bifurcation 

diagram varying with parameters b  

然后，设参数 10a  ，初值
0 (8,8,8,8,8)S  ，在 5b 

处和 28b  处分别绘制系统(1)的相轨迹图，如图 7 所

示。图 7(a)的相轨迹为规律的环状结构，此时系统(1)

处于拟周期状态；图 7(b)的相轨迹为无规律的发散结

构，此时系统(1)处于超混沌状态。 

  
(a)拟周期流 2             (b)超混沌流 2 

图 7 随参数 b 变化的相轨迹图 

Fig. 7  Phase trajectory diagram varying with parameter b  
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2.3  初值变化时的多稳定特性分析 

多稳定性是指当系统参数不变时，通过调整系

统的初值条件，系统呈现周期、拟周期、混沌、超

混沌等不同的状态[28]。从非线性动力学理论角度分

析，多稳态现象的产生机制主要源于相空间的复杂

拓扑结构[29]：保守系统由于相空间体积守恒，其多

稳态行为更加复杂，不同吸引子之间通过复杂的相

空间结构相互隔离[30]。 

为探究系统(1)的多稳定特性，将参数的值设为

10a  ， 15b  ，初值为 0 1( ,8,8,8,8)S y ，在区间

 1 30,30y   内绘制系统(1)的 Lyapunov 指数图和分

岔图，结果如图 8 所示。通过分析 Lyapunov 指数图

和分岔图，      1 30, 19.4 14.2,7 10.4,30y     时，

系 统 (1) 处 于 超 混 沌 状 态 ；  1 19.4 14.2y   ，
 

 710.4， 时，系统(1)处于拟周期状态。由此可以判

断系统(1)对于初值的变化敏感，体现出多稳定性特

征。 

      

       (a)Lyapunov 指数图 

    

      (b)分岔图 

图 8 随初值 1y 变化的 Lyapunov 指数图和分岔图  

Fig. 8  Lyapunov exponent diagram and bifurcation 

diagram varying with initial value 1y  

设参数 10a  、 15b  ，初值为 0 1( ,8,8,8,8)S y ，

在 1 17y   处和 1 5y   处分别绘制系统(1)的相轨迹

图，如图 9 所示。图 9(a)的相轨迹规律且不重复，体

现系统(1)的拟周期特征；图 9(b)的相轨迹发散且不

规律，体现系统(1)的超混沌特征。 

 
(a)拟周期流 3             (b)超混沌流 3 

图 9 随初值 1y 变化的相轨迹图 

Fig. 9  Phase trajectory diagram varying with initial 

value
1y
 

设 系 统 (1) 参 数 10a  ， 15b  ， 初 值

0 1( ,8,8,8,8)S y ，在 1 17y   与 1 5y   处绘制系统(1)

的时序图，如图 10 所示。超混沌状态和拟周期状态

分别用绿色和红色标记，图中红色轨道表现出规则

的、重复的振荡模式，振幅和频率相对稳定，体现

拟周期特性；绿色轨道表现出不规则的、非重复的

振荡，体现超混沌特性。  

 
       图 10 系统(1)关于初值

1y 的时序图 

Fig. 10  Timing diagram of system (1) about initial 

value 
1y  

变化其他初值 2y 、 3y 、 4y 、 5y 时，系统(1)表现

出与 1y 变化时相似的多稳定性，即该系统在拟周期

状态和超混沌状态之间切换，这表明系统(1)的多稳

定性具有全局性。限于篇幅，本文仅给出系统(1)随 1y

变化的多稳定性分析。 

3  FPGA 实现 

混沌系统在进行硬件实现之前，需要先对其进

行离散化处理。 

3.1  混沌系统的离散化 

为便于电路设计，采用 Euler 法对系统(1)进行离

散化处理，该方法在很多文献[31–33]中也经常被采用。

系统(1)离散化为 

 

 

 

1 1 2 5 1

2 2

2 1 3 2

3 2 3 3 4 3 3

2 2

4 3 5 4

5 4 5 1 5 5

1 ( ) ( ) ( ) ( )

1 - ( ) ( ) ( )

1 - ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 - ( ) ( ) ( )

1 - ( ) ( ) - ( ) - ( ) ( )

y k y k y k ay k g T y k

y k y k y k g T y k

y k y k y k y k y k by k g T y k

y k y k y k g T y k

y k y k y k ay k by k g T y k

     


       


     


      

   

（ ）

（ ）

（ ）

（ ）

（ ）





 (2) 

 

式中：
1( )y k 、

2 ( )y k 、
3 ( )y k 、

4 ( )y k 、
5 ( )y k 为当前迭
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代序列；
1( 1)y k  、

2 ( 1)y k  、
3 ( 1)y k  、

4 ( 1)y k  、

5 ( 1)y k  为下一迭代序列； T 为离散采样时间，本文

选取 0.001sT  ，这种选取策略在 FPGA 设计中是

一种常见的选择[32, 34]，它能够在保证数值精度的同

时兼顾运算效率。 

3.2  FPGA 设计 

3.2.1  FPGA 设计流程 

完成系统(1)的离散化后，需在 Matlab/Simulink

中使用 DSP Builder 模块搭建模拟电路，FPGA 实验

平台的混沌系统实现流程如图 11 所示。 

 

图 11  FPGA 实现流程 

Fig. 11  FPGA implementation process 

(1)在 Matlab/Simulink 中构建混沌系统，设定模

拟时刻，观测模拟示功图与 Matlab 所绘相图的一致

性，验证系统 DSP Builder 建模的正确性，此步骤尤

为重要，若建模错误，则无法顺利完成后续工作。 

(2)在 DSP Builder 模式下，单击 Signal Compiler

模块，将 Simulink 建模文件转化为 VHDL 的硬件描

述语言，并对其进行合成和编译。 

(3)将上述顶层设计生成的 RTL 源代码与工程文

档进行合成、编译、自适应与模拟，将 Quartus 生成

的.sof 文件下载到开发板上进行处理。 

(4)通过14位D/A转换器将数字信号转换为模拟

信号，将信号传送至数字示波器，以实现对该信号

的显示。 

3.2.2  数字电路系统 

在 FPGA 实现中，由于数字系统的离散性和有

限字长效应，需要对数据进行截位处理。采用 32 位

定点数表示，乘法运算后截取高 32 位以维持数据位

宽一致，这种截位方法在保证精度的同时有效防止

了数据溢出。 

基于Matlab/Simulink使用DSP Builder模块搭建

系统(1)的电路系统如图 12 所示，其中用到的元件包

括输入模块、输出模块、加法器、乘法器、放大器、

Altera 总线模块等。Constant1、Constant2、Constant3、

Constant4 和 Constant5 分别表示初值
1(0)y 、

2 (0)y 、

3 (0)y 、
4 (0)y 和

5 (0)y 的值，增益 Gain1、Gain3 表示

参数 a 的值，增益 Gain2、Gain4 表示参数 b 的值。 

图 12 中系统(1)的第一条等式
1y 设计流程为：将

5 ( )y k 通过增益 Gain1 进行缩放，将其与当前迭代序

列
1( )y k 与

2 ( )y k 的乘积相加，所得的和通过增益

Gain5 进行缩放，缩放后的值通过加法器 Adder6 与

当前迭代序列
1(0)y 相加得到下一周期序列

1( 1)y k  。

系统(1)中其他等式设计原理与
1y 相同，不再赘述。

 

 

图 12  系统(1)的电路模型 
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   Fig. 12  Circuit model of system (1)

 

3.2.3  实现结果    

示波器观察到系统(1)的 FPGA 实现结果如图 13

所示。固定电路模型中 Constant1、Constant2、

Constant3、Constant4和Constant5为8，Gain2和Gain4

为 15。令 Gain1、Gain3 为 20，通过示波器可以观察

到系统(1)表现为拟周期流 1 如图 13(a)所示；令

Gain1、Gain3 为 3.5，通过示波器可以观察到系统(1)

表现为超混沌流 1 如图 13(b)所示。固定 Constant2、

Constant3、Constant4 和 Constant5 为 8，Gain1、Gain3

为 10，Gain2 和 Gain4 为 15，令 Constant1 分别为－

17 和－5，通过示波器可以观察到系统(1)表现为拟周

期流 2 和超混沌流 2，分别如图 13(c)和图 13(d)所示。

实验结果与图 4 和图 9 的数值分析一致，硬件实现

效果较好，充分说明该保守超混沌系统的可行性，

并从物理角度进一步验证了其多稳定性。 

       

(a)拟周期流 1                (b)超混沌流 1 

        

(c)拟周期流 2               (d)超混沌流 2 

图 13  示波器观察到系统(1)的 FPGA 实现结果 

Fig. 13  The oscilloscope observed the FPGA 

implementation result of system (1) 

4  结  语 

本文对一个保守超混沌的复杂动态特性进行研

究，通过数值分析，从 Lyapunov 指数的零和特性方

面说明了该超混沌系统相空间体积保守，通过对

Lyapunov 指数图、分岔图、相轨迹图和时序图的分

析，验证该保守超混沌系统的多稳定特性。基于 DSP 

Bulider，对该保守超混沌系统进行 FPGA 设计，观

察到实验结果与数值仿真结果相对应，不仅从物理

特性上说明了保守超混沌的存在，而且为混沌应用

提供了物理模型。 
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