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布尔控制网络的能观测性综合问题 
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(天津科技大学电子信息与自动化学院，天津 300222) 

 

摘  要：能观测性是布尔控制网络的一个基本性质，用来描述是否可以通过系统的输入–输出值确定其初始状态．基

于矩阵半张量积和图论技术，研究了布尔控制网络的能观测性综合问题．用实例说明了带有外部输入的状态反馈控制

器有时可使不能观测的布尔控制网络变为能观测的，有时不能；也可使能观测的布尔控制网络变为不能观测的．最后，

证明了如果存在标准状态反馈控制器使布尔控制网络变为能观测的，则一定存在带有外部输入的状态反馈控制器使

布尔控制网络变为能观测的，反之不成立． 
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Synthesis Problem for Observability of Boolean Control Networks 

XIE Yidong，CHEN Xiaoyan，HAN Xiaoguang 

(College of Electronic Information and Automation，Tianjin University of Science & Technology， 

Tianjin 300222，China) 

Abstract：Observability is a fundamental property of Boolean control networks，which describes whether the initial state of 

a system can be determined by its input-output values. In this article we study the observability synthesis of Boolean control 

networks based on semi-tensor product of matrices and graph theory. With the use of examples，we report the results that 

state-feedback controller with external input sometimes can first make an unobservable Boolean control network into observ-

able，sometimes not，and then can also make an observable Boolean control network into unobservable. Finally，we prove 

that if a Boolean control network can be made observable by standard-state feedback controller，then it can also be made 

observable by state-feedback controller with external input，but the converse does not hold. 

Key words：Boolean control networks；observability；state feedback；synthesis problem；semi-tensor product of matri-

ces 

 

  1969 年，Kauffman 首次提出了布尔网络[1]的概

念，用此概念描述蛋白质或基因间的逻辑行为和联

系．布尔网络采用数值“0”(非激活的)或“1”(激活

的)对其状态节点进行量化，使用逻辑函数表征基因

之间的相互作用，并且每个状态节点依靠逻辑函数更

新其值．至今，布尔网络已经被广泛应用于诸多实际

问题，如细胞分化[2]、免疫应答[3]、三神经元网络[4]及

其他领域[5]
 ．布尔网络在施加外部输入和系统输出

后，能够扩展为布尔控制网络[6]
 ． 

在 2001 年，程代展研究员提出了矩阵半张量积

(semi-tensor product of matrices，STP)
[7]的概念，这是

一种新的矩阵乘积，它将矩阵的普通乘法扩展到任意

两个矩阵，使矩阵技术更易于应用到逻辑函数、高维

数组和非线性系统等问题．STP 理论已成功应用于布

尔控制网络研究中．利用 STP 技术，一个布尔控制网

络的逻辑行为可等价表示为双线性方程的形式．基于

该双线性方程，布尔控制网络的一些动态性质得到深

入研究，如能控性[8]、能观测性[8–11]、可探测性(也称

可重构性)
[11]及其他性质[12]． 

能观测性是布尔控制网络的一个基本性质，4 种
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不同类型的能观测性概念在文献[8–11]中被相继提

出．能观测性描述了是否可以通过输入–输出值确定

一个系统的初始状态．Zhang 等[13]基于加权对图和有

限状态自动机的方法设计了一种有效算法，用以验证

4 种类型的能观测性．当一个系统不具有能观测性

时，研究能观测性综合问题具有重要意义．为此，

Zhang
[14]开启了布尔控制网络能观测性综合问题的

研究，证明了状态反馈有时能够增强任意实验能观测

性[11]，并给出了这种类型能观测性的标准状态反馈

控制器的设计算法．本文关注的是多实验能观测  

性[10]，研究了标准状态反馈控制器和带有外部输入

的状态反馈控制器对这种类型能观测性的影响． 

1 预备知识 

1.1 基本符号 

(1)� ：自然数集； 

(2) +Z ：正整数集； 

(3)R ：实数集； 

(4) n m×
R ：n m× 维实矩阵集合； 

(5) ( )Col B ：矩阵 B 的列向量构成的集合； 

(6)D ：由 0 和 1 组成的集合，即 {0,1}=D ； 

(7) [ , ]n m ：{ , 1, , }n n m+ � ，其中 ,n m∈� ，n m≤ ； 

(8) i

n
δ ：单位矩阵

n
I 的第 i 列； 

(9)
1
δ== Σn i

n i n
1 ； 

(10) { | 1,2, , }i

n n
i nδΔ = = � ； 

(11)若矩阵 n m×∈B R 满足 ( )
n

Col ∈ ΔB ，则称其为

一个逻辑矩阵．方便起见， 1 2[ , , , ]m
ii i

n n n
δ δ δ= �B 简记为

1 2
[ , , , ]

n m
i i iδ= �B ，其中 [1, ]

k
i n∈ ，1 k m≤ ≤ ； 

(12)
n m×L ：n m× 维逻辑矩阵集合． 

1.2 矩阵半张量积 

设矩阵 m n×∈B R ， p q×∈C R ，s 为 n 与 p 的最小公

倍 数 ，则 矩 阵 B 和 C 的 半 张 量 积 定 义 为 ：

/ /
( )( )

s n s p
I I= ⊗ ⊗B C B C� ，其 中 ⊗ 表 示 Kronecker

积．特别当 n p= 时，有 =B C BC� ，因此，普通矩阵

乘积是 STP 的一种特殊情况．方便起见，在下文中常

略去符号“�” ． 

本文用到 STP 的一些基本性质如下：考虑两个

列 向 量 1m×∈X R 和 1n×∈Y R ，则 =
m

Φ�X X X ，X�  

= ⊗Y X Y ，
[ , ]m n

W=Y X XY� ， 其 中 1 1
[ ,δ δ=

m m m
Φ  

2 2
, , ]

m m

m m m m
δ δ δ δ� ， 1 2

[ , ]
[ , , ,

m n n m n m n
W I I Iδ δ= ⊗ ⊗ ⊗� ]

m

m
δ ；

设
2

,x y∈ Δ ， x¬ 表示 x 的逻辑非运算，x y∨ 表示析取

运算，x y∧ 表示合取运算，x y→ 表示蕴含运算，即

n
x M x¬ = ，

d
x y M xy∨ = ，

c
x y M xy∧ = ， x y→ =  

i
M xy ，其 中

2
[2,1]

n
M δ= ，

2
[1,1,1,2]

d
M δ= ，

2c
M δ=  

[1,2,2,2]，
2
[1,2,1,1]δ=

i
M ．关于 STP 的更多性质详见

文献[15] ． 

1.3 布尔控制网络及其代数形式 

本文研究具有 n 个状态节点、m 个输入节点和 q

个输出节点的布尔控制网络，其动态方程表示为 

   
1 1

1

( 1) ( ( ), , ( ), ( ), , ( ))

( ) ( ( ), , ( ))

i i n m

j j n

x t f x t x t u t u t

y t h x t x t

+ =⎧⎪
⎨ =⎪⎩

� �

�

(1)

 

其中 ( )
i
x t 、 ( )

j
y t 和 ( )

k
u t 分别表示 t 时刻的状态节点、

输 出 节 点 和 输 入 节 点 ，即 ( )
i
x t ∈D ， ( )

j
y t ∈D ，

( )
k

u t ∈D ，t∈N ； :
n m n

i
f + →D D 和 :

n q

j
h →D D 分别

表示状态和输出逻辑函数， [1, ]i n∈ ， [1, ]k m∈ ． 

在 STP框架下，方程(1)等价地转换为 

   1 2
( 1) ( ) ( ) [ , , , ] ( ) ( )

( ) ( )

N
x t Lx t u t L L L x t u t

y t Hx t

+ = =⎧
⎨ =⎩

� � � � ��

� �

(2)

 

其中 ( )x t� 、 ( )y t� 和 ( )u t� 分别表示 t 时刻基于向量形式

的 状 态 、输 出 和 输 入 ，即 ( )
N

x t ∈ Δ� ， ( )
Q

y t ∈ Δ� ，

( )
M

u t ∈ Δ� ，t∈N ；L 和 H 分别为转移矩阵和输出矩

阵，即 ×∈
N NM

LL ， ×∈
Q N

LH ，
i N M

L ×∈L ， [1, ]i N∈ ；为方

便计，令 2
n

N = ， 2
q

Q = ， 2
m

M = ．更多细节内容见文

献[16] ． 

1.4 有限状态自动机 

一个确定型有限状态自动机(deterministic finite-

state automaton ，DFA) 是 一 个 5 元 组 ( , ,A S E=  

0
, , )s Fσ ，其中 S 表示有限状态集，E 表示有限事件

集，
0
s S∈ 表示初始状态，F S⊆ 表示最终状态集，

: S E Sσ × → 表 示 转 移 函 数 并 且 可 以 扩 展 为

: S E Sσ ∗× → ，
0

p

p
E E

∗
== ∞

∪ ．有限状态自动机 A生成

的语言表示为 *

0
( ) { | ( , ) }L A E s Fω σ ω= ∈ ∈ ．当 ( ) =L A  

*

E 时，称有限状态自动机 A 是完备的． 

1.5 能观测性 

在文献[13]中，作者证明了布尔控制网络的 4 种

不同类型能观测性概念两两不等价．在文献[14]中，

作者讨论了最强类型的能观测性综合问题．本文研究

另一种类型的能观测性(称为多实验能观测性)综合

问题． 

定义 1
[13]

 若对于布尔控制网络(2)的任意两个

不同初始状态 (0)x� ， (0)
N

x′ ∈ Δ� ，皆存在一个输入序列

(0) (1)u u� � � ，使 得 对 应 的 输 出序列 (0) (1)y y� � � 和

(0) (1)y y′ ′� � �不相同，则称布尔控制网络(2)是多实验

能观测的． 
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注：在本文表述中，多实验能观测性简称为能观

测性． 

定义 2
[13]

 布尔控制网络(2)的加权对图描述为

一个 3 元组 ( , , )=G V E W ，其中顶点集 {( , )x x′= ∈� �V  

| }
N N

Hx Hx′Δ × Δ =� � ，边 集
1 1

{(( , ),x x′= � �E  
2 2

( , ))x x′ ∈� �  

|×V V 存在
M

u∈ Δ� ，使得
1 2

Lx u x=� � � 且
1 2

Lx u x′ ′=� � � ，或者

1 2
Lx u x′=� � � 且

1 2
}Lx u x′ = ∈ ×� � � V V ，加权函数 : 2 M

Δ→W E ，

1 1 2 2
(( , ), ( , ) ) {x x x x u′ ′ ∈ → ∈� � � � �E

1
|

M
Lx uΔ � �

2
x= � 且

1
Lx u′ =� �

2
x′� ，

或者
1 2

Lx u x′=� � � 且
1 2

}Lx u x′ =� � � ．当 x x′≠� � 时，顶点 ( , )x x′� � 称

为一个非对角顶点；否则称其为一个对角顶点，并用

记号◇表示．值得注意的是，( , )x x′� � 和 ( , )x x′� � 表示为同

一个顶点． 

下例说明了如何计算一个给定布尔控制网络的

加权对图． 

例 1 考虑布尔控制网络 

   4

2

( 1) [1, 4, 2, 4, 4, 4, 3, 2] ( ) ( )

( ) [1,1,1, 2] ( )

x t x t u t

y t x t

δ
δ

+ =⎧
⎨ =⎩

� � �

� �

 (3)

 

其加权对图如图 1 所示，其中顶点 ij 表示状态对

4 4
( , )i jδ δ ，每条边的权值 k 表示输入

2

kδ ． 

 

图 1 布尔控制网络(3)的加权对图 

Fig. 1 Weighted pair graph of Boolean control network(3) 

下面的命题给出了布尔控制网络能观测性的验

证方法． 

命题 1
[13]

 布尔控制网络(2)是不能观测的，当且

仅当其加权对图中存在非对角顶点 ( , )i j

N N
δ δ 以及由算

法 1生成对应的 DFA 
( , )

ji
N N

A
δ δ

是完备的． 

算法 1
[13]

 一个新的 DFA 定义为
( , )

ji
N N

A
δ δ

： 

(1) 事件集
M

Δ ，初始状态 ( , )i j

N N
δ δ ； 

(2) 寻找加权对图中 ( , )i j

N N
δ δ 可以到达的所有顶

点ν ，保留 ( , )i j

N N
δ δ 生成的子图和这些顶点，并移除子

图外的顶点和转移路径； 

(3) 剩余的顶点构成最终状态集． 

例 2 再次考虑布尔控制网络(3)，其加权对图为

图 1，基于算法 1 得到每一个非对角顶点
4 4

( , )i jδ δ 对应

的 DFA 
4 4

( , )
jiA

δ δ
，如图 2 所示．因为 1 2

4 4
( , )

A
δ δ

是完备的，

根据命题 1，布尔控制网络(3)是不能观测的． 

1.6 状态反馈控制器 

考虑布尔控制网络(2)，带有外部输入的状态反

馈控制器定义为 
 

 

图 2 布尔控制网络(3)每一个非对角顶点对应 DFA

( , )
4 4

ji
δ δ

A  

Fig. 2 DFA 
( , )

4 4

ji
δ δ

A  of each non-diagonal vertex with re-

spect to Boolean control network(3) 

 

   ( ) ( ( ), ( ))u t g x t v t=  (4)

其中 ( )v t 表示外部输入， ( ) P
v t ∈D ； :

N P M
g

+ →D D 表

示布尔函数，P∈N ．借助于 STP，控制器(4)可等价

转换为 

   
1 2

( ) ( ) ( ) [ , , , ] ( ) ( )
N

u t Gx t v t G G G x t v t= =� � � � ��  (5)
 

其 中 ( )
P

v t ∈ Δ� ，G 为结构 矩 阵 ，即
M NP×∈G L ，

i
G ∈  

M P×L ， [1, ]i N∈ ．将控制器(5)代入布尔控制网络(2)

中，得到闭环系统的代数形式 

   
( 1) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x t Lx t Gx t v t

y t Hx t

+ =⎧
⎨ =⎩

� � � �

� �

 (6)

 

方程(6)进一步表示为 

   1 1 2 2
( 1) [ , , , ] ( ) ( )

( ) ( )

N N
x t LG L G L G x t v t

y t Hx t

+ =⎧
⎨ =⎩

� � ��

� �

 (7)

 

特别当 1P = 时，带有外部输入的状态反馈控制器变

为标准状态反馈控制器，即 

   
1 2

( ) ( ) [ , , , ] ( )
N

u t Gx t g g g x t= =� � ��  (8)
 

在这种情况下，方程(7)简化为 

   1 1 2 2
( 1) [ , , , ] ( )

( ) ( )

N N
x t L g L g L g x t

y t Hx t

+ =⎧
⎨ =⎩

� ��

� �

 (9)

 

其中
1i M

g ×∈L ， [1, ]i N∈ ． 

2 主要结果 

2.1 能观测性综合 

在这一小节，研究带有外部输入的状态反馈控制

器(5)对布尔控制网络(2)能观测性的影响．事实上，

控制器(5)有时可使一个不能观测的布尔控制网络变

为能观测的，有时不能；反之，控制器(5)也可以使一

个能观测的布尔控制网络变为不能观测的． 

首先，下面例子表明了控制器(5)可使一个不能
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观测的布尔控制网络变为能观测的． 

例 3 由例 2 可知，布尔控制网络(3)是不能观测

的．若选取带有外部输入的状态反馈控制器 

   
2

( ) [2,1,1, 2,1, 2,1, 2] ( ) ( )u t x t v tδ=� � �  

将其代入布尔控制网络(3)中，得到闭环系统 

   4

2

( 1) [4,1, 2, 4, 4, 4, 3, 2] ( ) ( )

( ) [1,1,1, 2] ( )

x t x t v t

y t x t

δ
δ

+ =⎧
⎨ =⎩

� � �

� �

 (10)

 

闭环系统(10)的加权对图和每一个非对角顶点对应

的 DFA 
4 4

( , )
jiA

δ δ
如图 3 所示．根据命题 1，闭环系统

(10)是能观测的． 

 

图 3 闭环系统(10)的加权对图和每个 DFA 
( , )

4 4

ji
δ δ

A  

Fig. 3  Weighted pair graph and each DFA 
( , )

4 4

ji
δ δ

A of 

closed-loop system(10) 

其次，下面例子表明了控制器(5)无法使一个不

能观测的布尔控制网络变为能观测的． 

例 4 考虑布尔控制网络 

   4

2

( 1) [2, 4,1,1,1,1, 4, 3] ( ) ( )

( ) [1, 2, 2, 2] ( )

x t x t u t

y t x t

δ
δ

+ =⎧
⎨ =⎩

� � �

� �

 (11)

 

其加权对图和每一个非对角顶点对应的 DFA 
4 4

( , )
jiA

δ δ

如图 4 所示．根据命题 1，布尔控制网络(11)是不能

观测的．选取任意带有外部输入的状态反馈控制器 

   
1 2

( ) [ , , , ] ( ) ( )
N

u t G G G x t v t=� � ��  

将其代入布尔控制网络(11)中，得到闭环系统 

   
1 1 2 2

( 1) [ , , , ] ( ) ( )
N N

x t LG L G L G x t v t+ = =� � ��  

     1 1

1 1 4 4 4 4
[ , 1 , 1 , ] ( ) ( )T T

P P
LG L G x t v tδ δ⊗ ⊗ � �  (12)

 

闭环系统(12)的状态对 2 3

4 4
( , )δ δ 通过输入 1

2
δ 和 2

2
δ 均可

到达对角顶点 1 1

4 4
( , )δ δ ．因 此 ，对 于 任 意 输 入序列

2
( )lU ∈ Δ ，l +∈Z ，初始状态 2

4
δ 和 3

4
δ 对应的输出序列

均相同．根据定义 1，闭环系统(12)是不能观测的． 

 

图 4  布尔控制网络(11)的加权对图和每个 DFA 
( , )

4 4

ji
δ δ

A

Fig. 4  Weighted pair graph and each DFA 
( , )

4 4

ji
δ δ

A of 

Boolean control network(11) 

最后，下面例子表明了控制器(5)可使一个能观

测的布尔控制网络变为不能观测的． 

例 5 考虑布尔控制网络 

   4

2

( 1) [2, 4, 3,1, 4, 3,1, 3] ( ) ( )

( ) [1, 2, 2, 2] ( )

x t x t u t

y t x t

δ
δ

+ =⎧
⎨ =⎩

� � �

� �

 (13)

 

其加权对图和每一个非对角顶点对应的 DFA 
4 4

( , )
jiA

δ δ

如图 5 所示．根据命题 1，布尔控制网络(13)是能观

测的．若选取带有外部输入的状态反馈控制器 

   
2

( ) [1, 2, 2,1,1, 2,1, 2] ( ) ( )u t x t v tδ=� � �  

将其代入布尔控制网络(13)中，得到闭环系统 

   4

2

( 1) [2, 4,1, 3, 4, 3,1, 3] ( ) ( )

( ) [1, 2, 2, 2] ( )

x t x t v t

y t x t

δ
δ

+ =⎧
⎨ =⎩

� � �

� �

 (14)

 

闭环系统(14)的状态对 2 4

4 4
( , )δ δ 通过输入 1

2
δ 和 2

2
δ 分

别到达对角顶点 1 1

4 4
( , )δ δ 和 3 3

4 4
( , )δ δ ．因此，对于任意

输入序列
2

( )lU ∈ Δ ，l +∈Z ，初始状态 2

4
δ 和 4

4
δ 对应的

输出序列均相同．根据定义 1，闭环系统(14)是不能

观测的． 

 

图 5 布尔控制网络(13)的加权对图和每个 DFA 
( , )

4 4

ji
δ δ

A

Fig. 5 Weighted pair graph and each DFA 
( , )

4 4

ji
δ δ

A of 

Boolean control network(13) 

2.2 = 1P 和 1＞P 状态反馈控制器对能观测性的影响 

在文献[14]中，作者证明了对于一个不满足任意

实验能观测性的布尔控制网络(2)，若存在带有外部

输入的状态反馈控制器( 1P＞ )使其闭环系统满足这

种类型的能观测性，则必然存在标准状态反馈控制器

( 1P = )使其闭环系统也满足这种类型的能观测性，

反之亦然．然而，这两种类型的状态反馈控制器对布

尔控制网络的多实验能观测性有不同的影响． 

定理 1 对于不能观测的布尔控制网络(2)，如果

存在标准状态反馈控制器使其对应的闭环系统能观

测，则一定存在带有外部输入的状态反馈控制器使其

对应的闭环系统也能观测，反之不成立． 

证明：设布尔控制网络(2)是不能观测的，若存

在 标 准 状 态 反 馈 控 制 器
1 2

( ) ( ) [ , , , ]
N

u t Gx t g g g= =� � �  

( )x t� 使闭环系 统 (9)能 观 测 ，则令 [ , , ,
i i i

G g g= �  

]
i

g ， [1, ]i N∈ ．显然带有外部输入的状态反馈控制器

1 2
( ) ( ) ( ) [ , , , ] ( ) ( )

N
u t Gx t v t G G G x t v t= =� � � � �� 也可使闭环系

统(7)能观测．反之不成立，详见下例． 
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例 6 再次考虑例 1 所示的布尔控制网络(3).例

3 表明了存在一个带有外部输入的状态反馈控制器

可使布尔控制网络(3)变为能观测的．下面证明不存

在标准状态反馈控制器(8)使布尔控制网络(3)变为

能观测的．为此，罗列所有标准状态反馈控制器 

   

2

2

2

2

( ) [1,1, , ] ( ) ( )

( ) [1, 2, , ] ( ) ( )

( ) [2,1, , ] ( ) ( )

( ) [2, 2, , ] ( ) ( )

u t x t a

u t x t b

u t x t c

u t x t d

δ
δ
δ
δ

= ∗ ∗⎧
⎪ = ∗ ∗⎪
⎨ = ∗ ∗⎪
⎪ = ∗ ∗⎩

� � …

� � …

� � …

� � …

 (15)

 

其中
2 2

δ ∗ ∈ Δ ．将控制器(15)代入布尔控制网络(3)，

可得所有闭环系统 

   

4

4

4

4

2

( 1) [1, 2, 4, ] ( ) ( )

( 1) [1, 4, 4, ] ( ) ( )

( 1) [4, 2, 4, ] ( ) ( )

( 1) [4, 4, 4, ] ( ) ( )

( ) [1,1,1, 2] ( )

x t x t a

x t x t b

x t x t c

x t x t d

y t x t

δ
δ
δ
δ
δ

+ = ∗⎧
⎪ + = ∗⎪⎪ + = ∗⎨
⎪ + = ∗
⎪

=⎪⎩

� � …

� � …

� � …

� � …

� �

 (16)

 

其中 2 3

4 4 4
{ , }δ δ δ∗ ∈ ．每一个闭环系统的加权对图和每

个非对角顶点对应的 DFA 
4 4

( , )
jiA

δ δ
如图 6所示．因此，

根据命题 1，闭环系统(16)都是不能观测的． 

 

(a) 系统(a)的加权对图和每个 DFA
4 4

( , )i jA δ δ  

 

(b) 系统(b)的加权对图和每个 DFA 
4 4

( , )i jA δ δ  

 

(c) 系统(c)的加权对图和每个 DFA 
4 4

( , )i jA δ δ  

 

(d) 系统(d)的加权对图和每个 DFA 
4 4

( , )i jA δ δ  

图 6  闭环系统(16)中每个系统的加权对图和对应 DFA

( , )
4 4

ji
δ δ

A  

Fig. 6  

Weighted pair graph and corresponding DFA

( , )
4 4

ji
δ δ

A  for each system in closed-loop system(16)

 

3 结 语 

本文研究了标准状态反馈控制器和带有外部输

入的状态反馈控制器对布尔控制网络多实验能观测

性的影响，并证明了如果存在标准状态反馈控制器使

一个不能观测的布尔控制网络变为能观测的，则一定

存在带有外部输入的状态反馈控制器使一个不能观

测的布尔控制网络变为能观测的，反之不成立．此

外，本文获得的初步研究结果开启了对布尔控制网络

多实验能观测性综合问题的研究．未来工作需要针对

一个不能观测的布尔控制网络，设计一个有效算法，

寻找使该布尔控制网络变为能观测的所有状态反馈

控制器． 
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