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摘  要：从力学角度，将一种三维非线性金融系统分解成 Kolmogorov 系统的保守力矩、耗散力矩以及外力矩，并分析

不同力矩作用于该金融系统时的动态特性，剖析该金融系统产生混沌行为的原因，并结合金融市场解释其物理意

义．为控制该金融系统的混沌行为，基于有限时间的 LaSalle 不变集理论，设计一种自适应控制器．理论分析和数值仿

真表明，此控制器作用于系统时会在有限时间内有效地将混沌的金融系统控制到稳定状态． 
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Mechanical Analysis of a Nonlinear Financial System and Chaos Control 

Based on Finite Time LaSalle Invariant Set Theory 
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Abstract：The mechanical analysis and chaos control of a three-dimensional(3D)nonlinear financial system are investi-

gated in this paper. Based on the formalism of the Kolmogorov system，the financial system can be divided into three parts：

conservative torque，dissipative torque，and exterior torque. The dynamical behaviors of different torques introduced into the 

3D financial system are discussed numerically and the mechanism of the occurrence of chaos is uncovered. Then，its physical 

meaning of the interaction effect of different state variables is explained. To control the chaotic dynamics of the 3D system，

an adaptive control scheme is designed to suppress chaos based on the finite time LaSalle invariant set theory. Theoretical 

analysis and numerical results show that the proposed control scheme is effective for controlling the 3D chaotic financial 

system to a stable state. 

Key words：financial system；mechanical analysis；finite time theory；LaSalle invariant set theorem；chaos control 
 

金融系统是关于资金集中与分配的一个体系，是

国家经济运行的核心部分，维护好金融系统的稳定运

行和对金融系统紊乱进行有效地预测和控制对国家

经济宏观调控非常重要，同样也是众多学者研究的热

点．金融系统中投资需求与利率等因素[1]之间的相互

影响，导致系统状态变化呈现复杂的动态特性．原本

稳定的金融市场可能因某一个或几个因素的微小变

化而出现停滞、混乱情况，甚至出现金融危机[2]，这种

现象是金融系统非线性动态特性的典型反应． 

揭示金融系统的发展规律，应当深入研究系统内

部复杂结构．已有很多学者提出并研究了一些非线

性金融模型．Kopel
[3]研究了古诺双寡头模型的复杂

动力学行为，Wu 等[4]设计了关于古诺双寡头模型的

控制方法，Lorenz 等[5]分析了 Goodwins 非线性加速
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模型的吸引子和吸引盆等．其中，研究较多的金融模

型是一种非线性金融模型[6-7]，数学表达式为 

   2

( )

1

x z y a x

y by x

z x cz

= + −⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = − −⎩

�

�

�

 (1)

 

式中：参数 , ,a b c
+∈� ，分别代表储蓄量、单位投资成

本、商品需求弹性；状态变量 , , ∈�x y z ，分别代表利

率、投资需求、价格指数. 由系统(1)可知，投资需求

与储蓄量的大小关系，以及物价的结构调整都影响着

x 的变化，y 的变化与利率和单位投资成本成反比，

与投资率成正比；而 z 的变化既受通货膨胀率的影

响，又受商品市场供求矛盾的调控． 

针对系统(1)及其衍生的金融混沌系统，研究人

员研究了系统控制的方法和分岔[7-13]，以及将系统

(1)扩至 4D 超混沌系统并研究系统中存在的复杂特

性[14-16]．Son 等[8]考虑了时滞反馈项分别对不同变量

的影响和对全部变量的影响．Gao 等[12]讨论了时滞

反馈系统 Hopf 分岔的条件．Zheng 等[14]利用一个异

结构的 4D 超混沌系统对 4D 超混沌金融系统进行了

投影同步研究．Zhang 等[15]分析了 4D 超混沌金融系

统的有界性．但是，大部分研究都只针对系统本身作

理论分析和仿真验证，却很少结合实际情况． 

本文将非线性金融系统分解成 Kolmogorov 系统

形式，根据不同的力矩组合，从力学角度对该系统进

行能量分析，并结合金融市场分析解释系统中状态变

量和参数间的相互影响．为抑制金融系统的混沌行

为，将有限时间理论和 LaSalle 不变集定理进行结

合，提出一种新的混沌控制方法．在理论分析的基础

上借助数值仿真，将混沌状态的金融系统有效控制到

稳定状态，从而达到对金融系统混沌行为的有效控制. 

1 系统平衡点分析及混沌行为 

当参数( , ,a b c )满足 0− −c b abc≤ 时，系统(1)存

在单一平衡点
1

(0,1/ ,0)S b= ；而当 0− −c b abc＞ 时，系

统 (1)则存 在 3 个 不 同 的平衡点
1

(0,1/ ,0)S b= ，

2,3
( ( )/ , (1+ )/ , (1/ ) ( )/ )= ± − − − −∓S c b abc c ac c c c b abc c . 

当参数( , ,a b c )取不同值时，系统(1)会呈现不同的运

动状态，例如周期运动、混沌等．特别当系统(1)选择

初始条件
0

(3,1,5)I = ，参数集 ( , , ) (1,0.2,1.1)a b c = 时，可

得到系统的 3 个 Lyapunov 指数值为
1 2 3

( , , )LE LE LE =  

(0.067,0, 0.628)− ．由于
1

0LE＞ ，这表明系统(1)处于

混沌状态，相轨迹如图 1所示． 

 

图 1 参数集 ( , , ) ( )a b c 1,0.2,1.1= 时系统(1)的相图 

Fig. 1 Phase diagram of system(1)parameter set ( , , )a b c =

( , , )1 0.2 1.1  

2 系统力学分析 

系统(1)的混沌行为已得到深入研究，作为具有

实际意义的非线性系统，每个状态变量和参数都有其

对应的实际物理意义．分析它们的变化对系统本身

混沌现象的影响是研究整个系统混沌现象的重要基

础．将系统(1)转换成 Kolmogorov 型系统后，其状态

变量和参数仍具有各自对应的原始物理意义． 

通常 Kolmogorov 型系统形式为 

   { , }= − Λ +�X X H X f  (2)
 

式中： T{ , , }= x y zX 表示状态变量，{ , }⋅ ⋅ 表示李代数结

构，力矩{ , }X H 表示保守力矩．正对角矩阵ΛX 表示

耗散力矩，f 表示外力矩． 

将系统改写成 Kolmogorov 系统的形式为 

   

0 1

{ , } 0 0

1 0 0

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= − Λ + = − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

�

x x

x y

z

X X H X f  

     

0 0 0

0 0 1

0 0 0

a x

b y

c z

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (3)

 

其中： T{ , , }= x y zX ， diag{ , , }Λ = a b c ， T{0,1,0}=f ．保

守项 { , }X H 包括惯性 力 矩 K 和 内 力 矩 U，即

= +H K U ．根据式(3)不难得到系统的 Hamilton 能

量函数为 

   ( )2 2 21

2
H x y z= + +  (4)

 

通过研究不同力矩组合对系统动力学特性的影响，进

而探索系统(1)产生混沌现象的机制． 

2.1 系统仅包含保守力矩 

当系统(1)仅包含惯性力矩(动能)和内力矩(势

能)时，有 { , } { , } { , }= + =�X X K X U X H ，对应的方程为 
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   2

x xy z

y x

z x

= +⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

�

�

�

 (5)

 

此时 Hamilton 能量的导数 0H xx yy zz= + + =�

� � � ，不存

在耗散项和外部激励，因而系统能量守恒．对于给定

的初始条件
0 0 0 0

( , , )I x y z= ，系统的初始 Hamilton 能

量为 2 2 2

0 0 0 0
( ) / 2H x y z= + + ，由于 0y�≤ ，所以状态变量

y 最终稳定在
0

2y H= − ，而状态变量 , 0x z → ．于

是，可得到该系统的散度
0

2 0∇ ⋅ = = −V y H ＜ ，因此

系统(5)不是体积保守系统．状态变量与 Hamilton 能

量的变化规律如图 2 所示．这种情况下，利率 x 和价

格指数 z 均为 0．零利率一般会出现在经济低迷时

期，可以通过降低利率的方式在一定程度上减少存款

促进贷款，提高市场中的资金流动来带动经济，且在

一定时期内物价未发生变化，意味着该状态下经济发

展缓慢或处于停顿状态． 

 

图 2  初始值为 I
0
时，系统 (5)状态变量 x、y、z 及

Hamilton能量H 的时序图 

Fig. 2  Time sequence diagram of the state variables x，y，

z nd Hamilton energy H of the system(5) when 

the initial value is I
0

 

2.2 系统包含保守力矩和耗散力矩 

当 系 统(1)包含保守力 矩 和耗散力 矩 时 ，即

{ , }= − Λ�X X H X ，系统(1)的方程为  

   2

x ax xy z

y by x

z x cz

= − + +⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = − −⎩

�

�

�

 (6)

 

选取系统的 Hamilton 能量函数 H 作为 Lyapunov 函

数，那么关于时间的导数为 

   2 2 2
0H ax by cz= − − −� ≤  (7)

 

根据 Lyapunov 稳定性理论可知，系统(6)是稳定

的，而且所有状态变量渐近收敛到 0．另一方面系统

(6)的散度为  

   
x y z

V a b c y
x y z

∂ ∂ ∂∇ ⋅ = + + = − − − +
∂ ∂ ∂
� � �

 (8)
 

由于参数( , ,a b c )均为正实数，当 t → +∞ 时，由

式(8)可知，系统(6)相空间的体积趋近于 0．系统(6)

的利率 x ，投资需求 y 和价格指数 z 都趋近 0．系统

(6)的相轨迹、状态变量和 Hamilton 能量变化规律如

图 3 所示．此时，金融系统陷入完全停滞僵化的状

态，经济市场缺少活力． 

 

(a) 相轨迹 

 

(b) 状态变量 x、y、z和 Hamilton 能量的时序图 

图 3 系统(6)的动态特性 

Fig. 3 Dynamic characteristics of the system(6) 

2.3 系统包含保守力矩和外力矩 

当系统包含保守力矩和外力矩，即 { , }= +�X X H  

f ，系统(1)对应的方程为  

   2
1

x xy z

y x

z x

= +⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

�

�

�

 (9)

 

此时，外力矩 f 中的投资率 1 相当于一个外部强激

励，f 的存在极大地提升了经济市场的活力，但状态

变量的运动变得没有规律，系统进入混沌状态．其

Hamilton 能量变化 H y=� ，投资需求 y 由资本边际效

率(预期增加一个单位投资可得到的利润率)和利率

的对比关系决定．能量 2
/ 2H y= 的吸收和释放随投

资需求 y 的不规则运动而交错增减，是有限区域内的

混沌．系统的相轨迹和能量变化规律如图 4所示． 

金融系统受到扰动，系统中某些因素不按规则运

行，但始终保持在有限的范围内，不会发散出去导致

金融系统的崩溃．当市场经济发展迅速，货币流通量
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大时，国家为了防止通货膨胀的出现，可以通过提升

利率 x ，汇集市场中流动资金的同时控制贷款总额，

从而降低投资需求 y ，加快价格指数 z 的变化，同时

二者的变化反作用于利率 x ，使其降低，从而三者间

无规则往复变化，互相影响． 

 

(a) 相轨迹 

 

(b) Hamilton 能量的时间变化 

图 4 系统(9)的动态特性  

Fig. 4 Dynamic characteristics of the system(9) 

2.4 系统包含所有力矩 

系 统包含保守力 矩 ，耗散力 矩 和外力 矩 ，即

{ , }= − Λ +�X X H X f ，此时方程为系统(1)．这种情况

下，系统(1)包含所有力矩．通过数值分析可知，当参

数 集 ( , , ) (1,0.2,1.1)a b c = 时 ，系 统 (1) 从初始条 件

0
(3,1,5)I = 出 发 的轨线 呈 现 混 沌 ．系 统 (1) 的

Hamilton 能量的分布如图 5(a)所示．此时能量函数
2 2 2H ax by cz y= − − − +� ，耗散项的存在削减了外力项

对系统的混沌影响，系统吸收能量的同时耗散能量，

其能量变化是无规律的，如图 5(b)所示． 

比较 2.3 节和 2.4 节，这两种情况都会产生混沌

行为，系统产生混沌振荡的唯一因素是外力矩 f 中的

投资率 1．在 2.4 节中，混沌的产生是外力矩 f 与耗

散力矩 ΛX 的相互作用的结果，在耗散力矩 ΛX 的作

用下，系统各状态变量的振荡幅度减弱，系统的混沌

行为得到一定程度的控制．2.4 节比 2.3 节加入了储

蓄量 a 、单位投资成本 b 和商品需求弹性 c ．储蓄量

a 的大小直接影响利率 x 的变化，储蓄量 a偏高时，

央行会降低利率 x ，引导储蓄分流；当储蓄量 a偏低

时，央行会提高利率 x ，从市场汇集资金增加储备，

二者呈反比关系．单位投资成本 b 的增加会降低投资

需求 y ，单位投资成本 b 的降低会促使投资需求 y 的

增多，呈反比关系．商品需求弹性 c 表示一定时期内

商品需求量的变化对该商品价格的相对变动的反应

程度，价格变动引起需求变动变化大，商品富有弹性

(非必需品)；价格变动引起需求变动变化小或无变

化，商品缺乏弹性(必需品)，呈反比关系．所以通过

调节储蓄量 a 、单位投资成本 b 和商品需求弹性 c 的

值可以对利率 x 、投资需求 y 和价格指数 z 的变化规

律进行控制，从而有效控制金融系统的发展趋势． 

 

(a) 能量相图 

 

(b) Hamilton 能量的时间变化 

图 5 系统(1)处于混沌状态时的能量  

Fig. 5 Energy of the system(1)in chaotic state 

3 基于有限时间 LaSalle不变集的混沌控制 

3.1 有限时间稳定理论 

考虑非线性系统[17]
  

   ( ), (0) 0x f x f= =�  (10)
 

式中： n

x∈� 为状态变量； :
nf D → � 为定义域 D 到

n 维空间 n

� 中的一个连续非线性函数． 

定义 1
[18]

 当且仅当系统(10)稳定，且在有限时

间内收敛时，其平衡点 0x = 在连续有限时间内稳定，

有 限 时 间 收 敛 可 表 示 存 在 一 个 连 续 函 数

0
( ) : \{0} (0, )T x D → +∞ 使

0 0
x D D∀ ∈ ⊂ ．系统(10)的
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解记作
0

( , )x t x ． 

(1) 当
0

[0, ( )]t T x∈ 时 ，有
0 0

( , ) \{0}x t x D∈ 和

0

0
( )

lim ( , ) 0
t T x

x t x
→

= ； 

  (2) 当
0

( )t T x＞ 时，有
0

( , ) 0x t x = ． 

  当
0

n

D D= = � ，系统的状态变量总能在有限时

间内稳定到平衡点． 

定理 1
[19]

 设存在一个连续正定函数 ( )V t 满足微

分不等式 

   
0 0

( ) ( ), , ( ) 0ξ− ∀�V t mV t t t V t＞≤ ≥  (11)
 

这里m 和 ξ 为常数，且 0m＞ ，0 1ξ＜ ＜ ．对于任意初始

时间
0
t ， ( )V t 都满足不等式  

  
1 1

0 0 0 1

1

( ) ( ) (1 )( )

( ) 0

ξ ξ ξ⎧⎪
⎨

≡⎪⎩

V t V t m t t t t t

V t t t

＜＜

＞

≤
- -

- - -

(12)

 

式中 

   
1

0

1 0

( )

(1 )

V t
t t

m

ξ

ξ

−

= +
−

 (13)

 

文献[20]已对定理 1 进行了证明，此处不再赘述. 

3.2 LaSalle不变集理论 

考虑非线性系统 

   ( )X f X=�  (14)
 

式中状态变量 n

X ∈� ， :
nf D → � 为定义域 D到 n 维

空间 n

� 中的一个连续可微函数，满足 Lipschitz 条

件．设系统至少有一个平衡点 *

X ，且不知道该平衡

点的位置．引入如下概念： 

定义 2 ( )f x 在区域上满足 Lipschitz 条件时，应

存在一个常数 l使得定义域 D 中任意两个不同的实

数
1
x 和

2
x 满足不 等 式

1 2 1 2
( ) ( )f x f x l x x− −≤ ．若

( )f x 在区域上D满足 Lipschitz 条件，必定存在 ( )f x

在区域D上满足一致连续． 

定义 3 设 ( )x t 为系统(14)的解，存在时间 →t  

+∞ ，使 ( )x t Q= ，则Q 为 ( )x t 的一个正向极限点． 

定义 4 设存在一个域 n

M ⊂ � ，若对任意初始条

件
0

(0)x x M= ∈ ，系 统 (14)的 解
0

( ) ( , )x t t x= Φ 满足

( )x t M∈ ， 0t∀ ≥ ，则M 为系统(14)的正向不变集，可

以包含系统的 1 个或多个平衡点，也可以是状态空间

的一个子集合[21]． 

定理 2(LaSalle 不变集定理[22]
)设 Ω 是一个有界

闭集合，从 Ω 集合内出发的系统(14)的解 ( )x t ⊂ Ω ，

若 ( ) :V x∃ Ω → � ，具有一阶连续偏导，使 d /d 0V t≤ ，

又设 ={ |d /d =0, }∈ΩA x V t x ，M A⊂ 是最大不变集，则

当 t → +∞ 有 ( )x t M→ ，若 {0}M = ，则系 统平衡点 

稳定． 

3.3 金融系统有限时间 LaSalle不变集控制 

将系统(1)从平衡点
1

(0,1/ ,0)S b= 转移到平衡点

0
(0,0,0)S = ，并添加控制器

1,2
u 得到受控金融系统的

状态方程为 

   
1 2

2

/x ax x b xy z u u

y by x

z x cz

= − + + + + +⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = − −⎩

�

�

�

 (15)

 

控制器
1,2
u 的设计见式(16)，因金融系统中的利

率 x 的变化受投资需求 y 以及价格指数 z 的影响，使

得系统可能出现混沌行为，控制器的设计从削除影响

利率因素的角度出发，利用控制器
1
u 消除系统中的

物价波动以及投资需求与利率的相互影响，并通过控

制器
2

u 增强利率的自身负相关性，以达到自身稳定

的目的． 

   
1

2

2

/
Eu x b xy z x

u px

p rx

⎧ = − − − −
⎪ = −⎨
⎪ =⎩ �

 (16)

 

其中参数 0r＞ ，指数 E 为真分数，p 为状态变量．将

式(16)代入状态方程(15)的第一项得到 

   E
x ax x px= − − −�  (17)

 

考虑式(16)与式(17)中 x 与 p 之间的关系，显然

有 0�p≥ ．构造式(17)的 Lyapunov函数 2

1
/ 2V x= ，则

1
V 的时间微分为 

   2 1 2 1

1

+ += − − − − =�

E E
V ax x px x≤   

    

1
1

2
22

1
2

2

+
+

⎛ ⎞− × = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

E
E

x

1 1

2 2

1
2 ( ) 0

E E

V

+ +

× ≤ (18)

因为 0 1E＜ ＜ ，所以 ( )0 1 / 2 1+E＜ ＜ ．根据定理 1 可

知，系统(17)能在有限时间 ( )1

1 1 1
/ (1 )T V m

ξ ξ−= − 内到

达 0x = 处，其中 ( 1) / 2Eξ = + ．当 0x = 时，
1

0V =� 且

0x =� ，系统的状态变量 x渐近稳定到 0x = 处．再将

0x = 代入系统(15)的后两项，并构造 Lyapunov 函数
2 2

2
( ) / 2V y z= + ，对其求导得到 

   2 2

2
0V yy zz by cz= + = − −�

� � ≤  (19)

若要式(19)中
2

0V =� ，需满足状态变量 0y z= = ，则

0y z= =� � ，可知系统的状态变量 y 和 z 同样是渐近稳

定的．综上所述，当时间
1

t T＞ 时，系统(15)会在控制

器
1,2
u 以及 p的作用下到达平衡点

0
(0,0,0)S = 处． 

再令 ( ) Eg x ax x= − − ，则必定 存 在 正 实 数 l 使

1 2 1 2
( ) ( )g x g x l x x− −≤ ，所以 ( )g x 满足 Lipschitz 条

件，式(17)变换为 

   ( )x g x px= −�  (20)

构造 Lyapunov函数
3

V  
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   2 2

3

1 1
( )

2 2
V x L p

r
= + −  (21)

 

式中 L 为正实数，且 L l＞ ，对
3

V 沿着式的轨迹求时间

微分，得到 

   2 1 2

3

1
( ) E

V xx L p p ax x Lx
r

+= − − = − − − =�

� �   

     ( )2 2( ) 0xg x Lx l L x− −≤ ≤  (22)
 

由于 L l＞ ，因而在 0x ≠ 的情况下
3

0�V＜ ，集合 M

的 空 间 收 缩 ；当 且 仅 当 0x = 时 ，即 集 合
1{ | 0}n

M x x
+= ∈ =� 是包含于

3
0V =� 的最大不变集 . 

根据定理 2 可知，受控系统(15)能被控制器(式(16))

控制到系统平衡点，可实现有限时间 LaSalle 不变集

混沌控制． 

3.4 数值仿真 

将控制器
1,2
u 以及 p 加到系统(15)的第一项上，

那么受控金融系统可表示为 

   
2

2

Ex ax x px

y by x

z x cz

p rx

⎧ = − − −
⎪ = − −⎪
⎨

= − −⎪
⎪ =⎩

�

�

�

�

 (23)

 

当 ( , , ) (1,0.2,1.1)a b c = 、初始条件为
0
I 时，系统(1)

处于混沌状态．现保持系统(1)的参数和初始条件不

变 ，采用四阶 Runge-Kutta 法 求 解 方程，设 步长

0.001h = ，状 态 变 量
0

1p = ，并选取控 制 参 数

1/ 2E = 、 1r = ，对系统(1)的混沌行为进行控制．在

第 60 秒时加入控制器，状态变量 x 在控制器作用下

迅速稳定，状态变量 y 、z随后很快全部稳定到平衡

点，系统(1)的混沌振荡得到控制．图 6 给出受控系

统(23)的 3 个状态变量的时间响应曲线，由此可以看

出该控制方法可以将金融混沌系统的 3 个状态变量

从混沌状态控制到稳定状态．且状态变量的超调量

几乎不存在，说明该控制方法的鲁棒性较强． 

 

图 6 受控系统(23)的时间响应曲线 

Fig. 6 Time response curve of the controlled system(23) 

注意，这里的控制器
1,2
u 只作用于系统的 x� ，也就

是对利率变化的调节．在对原系统施加控制后，振荡

的 x 在有限时间
1
T 内被控制到稳定状态，稳定后的 x

可保证状态变量 y 和 z 的振荡随后同样得到有效控

制．若要用控制器对 y� 进行控制，只需先将 y 在有限

时间内控制到稳定状态，从而带动 x 和 z 的收敛振

荡，最终系统达到稳定平衡．同样的设计思路也适用

于对 z� 进行控制． 

4 结 语 

本文从两个方面研究了一种非线性金融系统 . 

其一，从力学角度，将系统分解成 Kolmogorov 系统

形式，分析了不同力矩单独和共同作用于该金融系统

时的结果，剖析了该金融系统产生混沌行为的原因，

并结合金融市场解释了储蓄量和单位投资成本等因

素间的作用关系．其二，将有限时间理论和 LaSalle

不变集定理结合，设计了一种自适应控制器．该控制

器结构简单、响应速度快且鲁棒性较强，只对利率的

变化的调节就能将混沌的金融系统控制到稳定状态，

为该金融系统的动力学研究提供了新的思路和参考. 
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