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求解非光滑问题的修正 HS 共轭梯度法 

 
胡亚萍，王玉杰，刘丽英 

(天津科技大学理学院，天津 300457) 

 

摘  要：结合 Moreau-Yosida 正则化和非单调线搜索技术，提出一种求解非光滑问题的修正 HS 共轭梯度算法．推导

出搜索方向自动满足充分下降条件，证明该算法在适当条件下具有全局收敛性．数值算例验证了该算法能够高效地处

理非光滑极小化问题． 
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A Modified HS Conjugate Gradient Algorithm for  

Nonsmooth Minimizations 

HU Yaping，WANG Yujie，LIU Liying 

(College of Science，Tianjin University of Science & Technology，Tianjin 300457，China) 

Abstract：By using Moreau-Yosida regularization and nonmonotone line search，a new modified HS conjugate gradient 

algorithm is proposed for nonsmooth minimization. The search direction of the proposed algorithm has sufficient descending

property and the global convergence property of the proposed algorithm is justified under suitable assumptions. Numerical 

results show that the new algorithm is effective for solving nonsmooth minimizations. 
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考 虑 无 约 束 优 化 问 题 min ( ) | }{ nf x x∈� ，其 中

:
nf →� � 为非光滑凸函数．非光滑问题中的目标函

数是连续不可微函数，传统的优化算法不能直接用于

求解该问题．与非光滑凸优化问题紧密相关的是目标

函数 Moreau-Yosida 正则化[1]，正则化函数 ( )F x 是定

义在整个空间 n

� 上的可微的凸函数，并且与原非光

滑优化问题拥有相同的解集合．求解非光滑优化问题

的常用算法有 Bundle 法和信赖域法[2-4]
 ．近年来，

Yuan 等[5-6]和 Hu
[7-8]提出的梯度类算法在求解非光滑

问题时表现较好．其中文献[6]基于 BFGS 修正技术

提出的修正 PRP 共轭梯度法需要较大的存储空间和

计算量，它每步迭代时的计算量和内存需求均大于共

轭梯度类算法．本文结合 Moreau-Yosida 正则化和非

单调线搜索技术，提出了修正的 HS 共轭梯度算法求

解非光滑优化问题．新算法具有满足共轭性条件、自

动具有充分下降性、给出近似参数选取方式、克服存

储需求大与算法复杂等特点．数值结果表明，与文 

献[6]的算法相比，新算法具有收敛速度快、精度高的

优点． 

1 算 法 

记 {( ) argmin ( ) | }np x z zθ= ∈� ，且 定 义 ( )zθ =  

( )f z + 2 / ( )2z x λ−‖ ‖ ，由于 ( )zθ 是一个强凸函数，极

小值点 ( )p x 存在且唯一．于是非光滑凸函数 ( )f x 的

Moreau-Yosida 正则函数 ( )F x 表示为 

   21
( ) ( ( )) ( )

2
F x f p x p x x

λ
= + −‖ ‖  (1)

 

正则化函数 ( )F x 是连续可微的凸函数，但同时注意

到 ( )F x 未 必 二 次 可 微 ． ( )F x 在 点 x 处 的 梯 度 为
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( ) ( ) ( ( )) /g x F x x p x λ= ∇ = − ．然 而 ( )zθ 的 极 小 值 点

( )p x 一般很难甚至不可能精确求解，这便不能直接

利 用 ( )p x 的 精 确 值 来 确 定 函 数 值 ( )F x 和 梯 度 值

( )g x ．但是对任意 n

x∈� 和任意的近似参数 0ε＞ ，存

在近似值 ( , ) n

p x
α ε ∈� 满足 

   21
( ( , )) ( , ) ( )

2
f p x p x x F xα αε ε ε

λ
+ − +‖ ≤‖ (2)

 

于是，可以利用 ( , )p x
α ε 来确定 ( )F x 和 ( )g x 的近似

值，即 

   21
( , ) ( ( , )) ( , )

2
F x f p x p x xα α αε ε ε

λ
= + −‖ ‖ (3)

 

   ( , ) ( , )α αε ε λ⎡ ⎤= −⎣ ⎦g x x p x  (4)
 

一些用于求解近似极小值点 ( , )p x
α ε 的算法见文献

[9]，近似值 ( , )F x
α ε 和 ( , )g x

α ε 满足下面的性质[9]： 

   ( ) ( , ) ( )F x F x F x
α ε ε+≤ ≤  (5)

 

   ( , ) ( ) 2p x p x
α ε λε−‖ ‖≤  (6)

 

   ( , ) ( ) 2 /g x g x
α ε ε λ− ≤‖ ‖  (7)

 

本文提出修正 HS 共轭梯度算法，简记为 MHS

算法，令 

1

T

1 11

1 2
T

0

1
max{ , , }

α

α α
α

α

+

+ ++
+

⎧− =
⎪⎪ −= ⎨− +
⎪
⎪⎩

k

k k k k k kk

k

k k k k k

g k

g y d d g yd
g k

r d y d y g
≥

 

 (8)
 

其中，
1k

g
α

+ 是正则函数 ( )F x 在点
1k

x + 处的梯度近似值

1 1
( , )

k k
xg

α ε+ + ，
1 1

( , ) ( , )
k k k k k

g x xy g
α αε ε+ += − ． 

算法 MHS 的步骤如下： 

步骤 0：令 0=k ，给定初始点
0

∈�
n

x ， 0s＞ ，

(0,1)ξ ∈ ， (0,1)σ ∈ ， 0λ＞ ， 0ρ＞ ，
0

1E = ，一个严格下

降 的 正 序 列 { }
k

τ 满 足
0

1τ ≤ 且
0

lim 0
k

k

τ
→

= ，
0 0

ε τ= ，

0 0 0
( , )a

J F x ε= ，
0 0 0

( , )d g xα ε= − ． 

步骤 1：若 ( , )α ε ξ
k k

g x ＜ ，则停止． 

步骤 2：选取
1k

ε + 满足 

 { }21
0 min , ( , )αε τ τ ε+k k k k k

g x≤＜  

由非单调 Armijo-型线搜索确定步长
k

α ： 

   T

1
( , ) ( , )

k k k k k k k k k
F x d J g x dα αα ε σα ε++ − ≤ (9)

 

其中， 2 k
i

k
sα −= ， {1,2, }

k
i ∈ � ． 

步骤 3：令
1k k k k

x x dα+ = + ．若
1 1

( , )α ε ξ+ +k k
g x ＜ ，

则算法停止． 

步骤 4：由下面公式更新
1k

J +  

   
1

1ρ+ = +
k k

E E ，  

   
1 1 1

( , )αρ α ε+ + +⎡ ⎤= + +⎣ ⎦k k k k k k k k
J E J F x d E  (10)

 

步骤 5：由式(8)计算搜索方向
1k

d + ． 

步骤 6：令 1k k= + ，转步骤 1． 

2 全局收敛性 

本节讨论修正 HS 共轭梯度算法用于求解非光

滑凸优化问题时的收敛性．为此，需要文献[5-7]中的

假设条件． 

假设 A．序列{ }
k

V 有界，即存在常数 0M＞ 使得 

   ,
k

M k∀V ≤‖ ‖  (11)
 

其中矩阵 ( )
k B k

g x∈∂V ． 

假设 B．正则化函数 F 有下界． 

引理 1 由式(8)的定义，搜索方向满足性质 

   
2

T( , ) ( , )
k k k k k

g x d g xα αε ε= −  (12)
 

   
2

1 ( , )α ε
γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
k k k

d g x≤  (13)

 

证明：当 0k = 时，
0 0 0

( , )d g xα ε= − ，式(11)、式

(12)显然成立． 

当 1k≥ 时 

   
2

T

+1 +1 +1 +1 +1
( , ) ( , ) +

k k k k k
d g x g xα αε ε= −  

     

T

T T

+1 +1

+1T
=

max{ , , }

α α
α

α α αγ

⎡ ⎤−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

k k k k k k

k

k k k k k

g y d d g y
g

d g d g g
 

     
2

+1 +1
( , )α ε−

k k
g x  

故(12)成立． 

   
T T

+1 +1

+1 +1 T
+
max{ , , }

k k k k k k

k k

k k k k k

g y d d g y
d g

d g d g g

α α
α

α α αγ
−= −

−
≤  

      
+1 +1

+1 T
+
max{ , , }

k k k k k k

k

k k k k k

g y d d g y
g

d g d g g

α α
α

α α αγ
−

−
≤  

      
+1 +1

2
1 ( , )α ε

γ
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

k k
g x  

故(13)成立．证毕． 

根据假设 B 和修正 HS 算法中的步骤 5，提出下

面的引理．引理表明该搜索是适定的，证明方法与文

献[10]中的引理 1 类似，故省略． 

引理 2 若假设 B 成立．序列{ }
k
x 由算法 MHS 产

生 ，则 ( , )a

k k k k
F x J Cε ≤ ≤ 对 每 一 个 k 成 立 ，其 中

0

1
( , )

1

k

a

k i i

i

C F x
k

ε
=

=
+ ∑ ．另外，存在

k
α 满足线搜索中

Armijo 条件． 

  由假设 A，类似于文献[5]中的引理 4.2，可以得
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到下面的引理． 

引理 3 若假设 A 成立．序列 {( , )}
k k
x ε 由算法

MHS 产生．假设 2 2( )
k k k

o dε α= ‖ ‖ 成立．则存在常数

0
0m＞ ，满足

0k
mα ≥ ． 

  定理 1 若假设 A，假设 B 和引理 3 的条件成立，

序列{ }
k
x 由算法 MHS 产生，则有 lim ( ) 0

k
k

g x
→∞

=‖ ‖ ，且

序列{ }
k
x 的每一个聚点都是非光滑凸优化问题(1)的

最优解． 

证明：先用反证法证明 lim ( , ) 0
k k

k

g x
α ε

→∞
=‖ ‖ ． 

假设存在常数
0

0＞ε 和
0

0k＞ 使得
0

( , )
k k

g x
α ε ‖≥‖ ε 对所

有的
0

k k＞ 成立．由式(5)和假设 B，知 ( , )a

k k
F x ε 有下

界．结合引理 2，得到
k

J 有下界，且 

   
0

1
( )+

>

− ∞∑ k k

k k

J J ＜  
(14)

 

另一方面，由式(9)和引理 3，有 

   T

1 1
( , ) ( , )a a

k k k k k k k
J F x g x dε σα ε+ +− − =≥  

     2

0 0 0
( , ) ,σα ε σ ∀a

k k k
g x m k k‖ ‖ ＞≥ ε  

因此，上式结合式(10)可推出 

   
0

1
( )

k k

k k

J J +
>

− =∑  

     
0

1 1 1

1

( , )a

k k k k k k

k k k

E J E J F x

E

ρ ε+ + +

> +

− − =∑  

     
0 0

1 1 0 0

1

( , )

1 2

a

k k k

k

k k k k

J F x m

k

ε σ
ρ ρ

+ +
+

> >

− = +∞
+ + + +∑ ∑

�

≥
ε

 

这与式(14)矛盾．所以 lim ( , ) 0
k k

k

g x
α ε

→∞
=‖ ‖ ． 

  由 { }
k

ε 的定义和式(7)，有 lim ( ) 0
k

k

g x
→∞

=‖ ‖ ．令 *

x

是序列{ }
k
x 的一个聚点，不妨设存在一个子列{ }

k K
x ，

使得 *

,
lim

k
k k K

x x

→∞ ∈
= ． 

  由正则化函数 ( )F x 的定义，有 

   
( ( ))

( ) k k

k

x p x
g x

λ
−=  

式中令 k → ∞ ，有 * *( )x p x= 成立．因此 *

x 是非光滑优

化问题(1)的最优解．证毕． 

3 数值实验 

算法 MHS、MPRP
[6]和 BT

[11]的数值结果见表 1.

非光滑测试函数信息可参考文献[5]的表 1．在实验

中，取参数 1s λ= = ， 0.75ρ = ， 0.9σ = ， 21/( 1)ε = +
k

k ，

终止准则为 5( , ) 10a

g x ε −
≤‖ ‖ ．表 1 中 f(x)表示算法终

止时的函数值；fops(x)表示目标函数的最优值． 

从表 1 中迭代次数、函数值计算次数和算法终止

时的函数值三方面综合来看，修正 HS 共轭梯度算法

对求解非光滑问题是有效的． 

表 1 不同算法的数值结果 

Tab. 1 Numerical results of different algorithms 

算法总迭代次数 函数值的计算次数 f(x) 测试函数 

的编号 MHS MPRP BT MHS MPRP BT MHS MPRP BT 
fops(x) 

1 31 46 79 34 48 88 4.17×10
-7
 7.09×10

-7
 0.13×10

-11
 0 

2 9 11 24 11 13 27 2.75×10
-5
 6.74×10

-5
 0.94×10

-6
 0 

3 9 12 13 10 14 16 1.952 225 1.952 225  1.952 225 1.952 224 5

4 3 2 13 7 6 21 2.000 047 2.000 098  2.0 2.0 

5 5 4 9 7 6 13 -2.999 991 -2.999 866  -3.0 -3 

6 10 10 12 12 12 17 7.200 000 7.200 011  7.200 009 7.20 

7 3 2 10 4 3 11 -1.414 213 53 -1.414 214  -1.414 214 -1.414 213 6

8 3 4 49 6 6 74 -0.998 438 2 -0.991 981 5 -1.0 -1.0 

9 10 20 6 11 23 13 -0.999 973 5 -0.999 992 5 -1.0 -1.0 

10 7 — — 10 — — -7.999 998 — — -8 

11 11 28 22 14 58 32 -43.999 90 -43.999 86 -43.999 98 -44 

12 21 33 29 25 91 30 22.600 167 022.600 23 -22.600 16 22.600 162 

 
 

4 结 语 

非光滑优化问题是最优化理论与方法的重要分

支，其求解也是优化领域的难题之一．本文结合

Moreau-Yosida 正则化和非单调线搜索技术提出了非

线性修正 HS 共轭梯度算法用于求解非光滑优化问

题．在适当条件下，证明了该算法具有全局收敛

性．数值结果表明新算法在求解非光滑优化问题方面

是有效的． 
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