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分数阶 Liu 混沌系统的 Adomian 分解法求解及数字实现
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摘  要：针对一类分数阶临界 Liu 混沌系统，对分数阶微积分采用改进 Adomian 分解法，从混沌相图、分岔图、复杂度

以及分岔空间等方面仿真分析了该分数阶(0.9 阶)Liu 系统的动力学特性．同时，采用高频率运算数字芯片 DSP 设计

相关程序以及简单硬件电路，实现了分数阶 Liu 混沌系统．示波器观察结果与仿真结果一致，从数字电路实现方面阐

述了系统的混沌特性． 
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Solution to the Fractional-order Liu Chaotic System Based on Adomian  

Decomposition and its Digital Implementation 

LEI Tengfei
1，CHEN Heng

2，FU Haiyan
1
 

(1．School of Electrical Engineering and Information，Qilu Institute of Technology，Jinan 250200，China； 

2．School of Science，Xijing University，Xi’an 710123，China) 

Abstract：In this research，fractional order Liu chaotic system is studied based on Adomian decomposition method．The dy-

namic characteristics of the fractional order (0.9 order)Liu system are analyzed from the aspects of chaotic phase diagram，

bifurcation diagram，complexity and bifurcation space．At the same time，the fractional Liu chaotic system is realized by using 

high frequency digital chip DSP and simple hardware circuit．The observation results with oscilloscope are consistent with the 

simulation results，and the chaotic characteristics of the system are described based on the realization of digital circuit. 
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17 世纪 90 年代，在整数阶微积分提出不久，即

出现了分数阶微积分的概念．近年来，混沌动力学相

关理论广泛应用于各个领域[1]，其中随着分数阶系统

的理论发展，以经典的混沌系统为研究对象，重新引

入分数阶微积分算子，即提出了许多分数混沌系统如

分数阶 Chen 系统[2–3]、分数阶 Lü 系统[4]、分数阶

Lorenz 系统[5]等． 

目前，研究人员已在分数阶混沌系统分析与控制

领域取得一定的成果，但分数阶混沌系统动力学分析

的相关工作等却是最近才开始，且相关文献较少．关

于分数阶的定义较多，基于此的分数阶微积分数值方

法也存在不同[6]．文献[7–9]将分数阶模型通过拉氏变

换到频域中，利用高阶系统模拟分数阶系统，分别对

分数阶 Lorenz、分数阶超 Qi、分数阶超 Lorenz 混沌

系统进行基本动力学分析，同时采用模拟电路实现了

相应的混沌系统．文献[10]采用预估矫正法对分数阶

混沌进行同步控制研究．文献[11–12]采用 Adomian

分解法对分数阶 Chen 以及 Lü 系统进行混沌特性的

分析与研究，该方法的不足在于不可阐述分数阶的记

忆特性． 

分数阶 Liu 混沌系统，一般称为临界混沌系统，

该系统与经典的混沌系统(Lonrez 系统、Chen 系统以

及 Lü 系统)存在不等价的拓扑，故对分数阶 Liu 混沌

系统的动力特性的探究讨论尤为重要．若进一步利
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用改进的 Adomain 分解法，则能够更加准确地分析

分数阶 Liu 混沌系统的基本动力学，这对于认识分数

阶混沌系统的机理具有重要意义，特别是阶数对系统

的影响． 

本文采用改进的 Adomian 分解法对分数阶 Liu

混沌系统进行分解与数值仿真，根据数值仿真结果分

析 0.9 阶的 Liu 混沌系统的基本动力学行为．同时，

利用 DSP 芯片实现了基于改进 Adomian 分解法的分

数阶 Liu 系统，从而说明分数阶 Liu 混沌系统的混沌

吸引子存在性，也为进一步在混沌密码、机电耦合系

统控制以及图像、文字视频加密领域的应用[13–14]提

供参考． 

1 分数阶 Liu混沌系统 

文献[15]提出经典的含有平方项的临界 Liu 混沌

系统，根据此系统可写出分数阶 Liu 混沌系统的动力

学方程为 
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对式(1)系统进行非线性项的分解，截取前 6 项 
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给 定 初 始 状 态 ： 0 0

0 1
( )= =x x t c ， 0 0

0 2
( )= =y y t c ，

0 0

0 3
( )= =z z t c ，根据改进 Adomian 分解法[16]和分数阶

微积分性质得 
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将相对应的变量赋系数值，令 
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可见，只需求出每一项对应的系数即可．根据改进

Adomian 分解法运算可知 
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从而，得出系统的解 
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式中： 、 、x y z 为系统变量；a、b、c、k、h、q 为系统参

数，a＝10，b＝40，c＝2.5，k＝1，h＝4，q＝0.9．对上

述 Adomain 分解下的分数阶 Liu 系统进行数值仿

真，即可得出式(1)系统的混沌轨迹，如图 1 所示． 
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图 1 式(1)系统的轨迹图 

Fig. 1 Phase portrait of system(1) 

2 系统的分岔图与复杂度 

2.1 参数 q 的变化 

分析了系统阶数 q 以及内部参数 a、b、c 对分数

阶临界混沌系统的分岔图和复杂度[16]的影响．首先，

固定内部参数，改变 [0.65,1]∈q ，从图 2(a)的系统分

岔图可看出，系统在此区间处于混沌态；从图 2(b)的

复杂度 SE 和 C0 可以看出，随着阶数 q 增大，系统的

复杂度在逐渐减小． 

 

(a)分岔图 

 

(b)复杂度 SE 和 C0 

图 2 参数 q 变化时式(1)系统的分岔图和复杂度 

Fig. 2  Bifurcation diagram and complexity of system(1)

with parameter q 

2.2 参数 a 的变化 

令 0.9=q ， [ ]5,20∈a ，改变参数 a 时系统的分岔

图、复杂度 SE 和 C0 如图 3 所示．由图 3 可知：分数

阶 Liu 系统以倍周期分岔进入混沌，即随着参数 a 逐

步减小，系 统 是 通 过倍周期方 式 进 入 混 沌 态 ；

[5,14.7)∈a 属于混沌状态，此时系统的复杂度 SE 相

对值较大(0.6 左右)，复杂度 C0 相对值也较大(0.4

左右)，总体此区间系统的复杂度较高； [ ]14.7,20∈a

属于周期状态，此区间内分叉图数据点比较稀疏且成

线状出现，此时系统的复杂度 SE 处于 0.1左右，复杂

度 C0 处于 0.05左右，系统复杂度相对较低． 

 

(a)分岔图 

 

(b)复杂度 SE 和 C0 

图 3 参数 a 变化时式(1)系统的分岔图和复杂度 

Fig. 3 Bifurcation diagram and complexity of system(1)

with parameter a 

为了验证上述分岔图与复杂度的正确性，采用相

图法对具体参数下的相图进行数值仿真，结果见图

4，图 4(a)为混沌态，图 4(b)为多周期态，图 4(c)为

双周期态，图 4(d)为单周期态． 

2.3 参数 b的变化 

令 0.9=q ， [ ]0,60∈b ，改变参数 b 时式(1)系统

的分岔图和复杂度如图 5 所示．由图 5 可知：系统是

以拟周期的行为进入混沌态； [ ]0,6∈b 时系统属于非

混沌状态，此时分数阶 Liu 系统的复杂度 SE 为

0.38～0.6，复杂度 C0 接近 0； (6,60]∈b 时系统处于

混沌状态，此区间对应的复杂度 SE都处于 0.6左右，

从分岔图可以看出 (10,20)∈b 有隔离带，即阵发混沌

态，相应点的复杂度值也较小．从分岔图与复杂度

SE 可以看出，周期态部分存在差异，但复杂度 C0 一

致，从而说明三者是相互补充的．对于参数 b 具体值

时的系统相图，由于篇幅有限，不再给出． 
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                  (a) a＝14                                                    (b) a＝14.7 

 

                  (c) a＝14.8                                                   (d) a＝16 

图 4 式(1)系统在参数 a 取不同值时的相轨迹图 

Fig. 4 Phase portrait of system(1) with different parameter a 

 
(a) 分岔图 

 

(b) 复杂度 SE 和 C0 

图 5 参数 b 变化时式(1)系统的分岔图与复杂度 

Fig. 5  Bifurcation diagram and complexity of sys-

tem(1)with different parameter b 

2.4 参数 c的变化 

令 0.9=q ， [1,10]∈c ，改变参数 c 时式(1)系统

的分岔图和复杂度见图6．由图6 可知：此时系统是以

倍周期分岔方式脱离混沌，与参数 a 变化时的方式相

似． [8,10]∈c 时，系统属于周期状态，可以明显观察

出分岔点的参数值范围，此时系统的复杂度 SE 和 C0

均较低； (1,8]∈c 时，系统属于混沌状态，复杂度 SE

较高(取值范围为0～1)，c＝6左右时分岔图存在明显

的隔离，相应的复杂度值也较小．系统的相图在参数 c

变化时的仿真结果与参数 a 相似，本文没有给出． 

 

(a) 分岔图 

 

(b) 复杂度 SE 和 C0 

图 6 参数 c 变化时式(1)系统的分岔图和复杂度 

Fig. 6 Bifurcation diagram and complexity of sys-

tem(1) with different parameter c 
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3 系统的分岔空间 

式(1)系统在双参数变化下的复杂度 SE 见图 

7．从图 7 可以看出：系统分岔空间与单参数变化对

系统的影响具有一致性，即图 7 与图 3、图 5、图 6 具

有一致性．参数 a 与 c 同时变化，系统出现的混沌态

较大，当然复杂度也较高，如图 7(b)所示． 
 

 

(a) a 与 b 同时变化                        (b) a 与 c 同时变化                          (c) c 与 b 同时变化 

图 7 双参数变化时式(1)系统的复杂度 SE 

Fig. 7 Bifurcation space of system(1) 

 

4 系统的数字实现 

通常采用模拟电路搭建和实现混沌系统．与模

拟电路相比，数字电路抗干扰能力强，随着数字电路

技术的发展，利用数字电路实现混沌系统特别是分数

阶混沌电路更有实际意义．数字信号处理芯片(DSP)

采用 TI 公司的 TMS320F28335，数模转换芯片采用

DAC8552 ，TMS320F28335 与 PC 间 采 用串口通

信．TMS320F28335 为浮点 DSP 控制器，主频为

150 MHz，精度高，运算快，可满足复杂算法的运算需

要．离散数据通过基本 Adomian 分解法产生，然后将

离散值通过 DMA(direct memory access)传输给数模

转换芯片．具体 DSP 硬件框架图见图 8，系统硬件电

路采用 TMS320F28335 最小系统板(研旭最小系统

板)搭建． 

 

图 8 DSP硬件框架图 

Fig. 8 DSP hardware framework diagram 

将 DSP 产生的混沌序列值先取小数点后 4 位，

且对于初值后的一段序列采用丢弃法，即取 3 000～

15 000 区间的序列，用示波器观察到的系统吸引子见

图 9． 

 

图 9 示波器观察的系统吸引子 

Fig. 9 System attractor observed by oscilloscope 

5 结 语 

本文运用 Adomian 分解法，从数值仿真方面分

析一类经典的分数阶 Liu 系统丰富的动力学行为，且

根据参数 q 的特点得出，随着分数阶的增大，系统复

杂度减小．采用数字芯片 DSP 实现分数阶 Liu 混沌

系统，进一步说明系统的存在性与可实现性，同时也

从一定意义上为分数阶 Liu 混沌系统的应用奠定了

基础．  
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