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摘  要：根据 LS 估计理论，对目前 Cobb-Douglas 函数模型参数估计方法存在的问题进行了分析．通过方差稳定化

变换建立了新的参数估计模型，新模型基本满足 Gauss-Markov 假定，保持了 LS 估计的优良性质． 
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Study of  the Parameter Estimation Method for the Cobb-Douglas Function Model 
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Abstract：According to the theory of Least-Square estimation，we analyze the problems existing in parameter estimation 

method for the Cobb-Douglas function model． The new model of parameter estimation is established by variance-smoothing 

transformation．The new model satisfies the Gauss-Markov hypothesis and possesses the good qualities of Least-Square 

estimation. 
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1 Cobb-Douglas 函数模型参数估计方法 

存在的问题 

  Cobb-Douglas 函数是研究投入与产出关系的著

名函数，有着非常广泛的应用，常常在回归分析中作

为回归函数来描述投入与产出间的相关关系，它对于

确定在既定生产条件下生产要素的合理投入数量和

配合比例，提高资源的利用率，获取更大的经济效益

起着重要的作用．因此，在回归分析中精确地估计

Cobb-Douglas 函数模型的参数，使之能更可靠地描

述生产中投入与产出间的相关关系是一个极其重要

的问题． 

Cobb-Douglas 函数模型的一般形式为 

1 2
0 1 2

m
my x x xα α αα= �                （1） 

其中： y 为产出的数量； ix 为生产要素投入的数量，  

1, 2, ,i m= � ； jα 为参数， 0,1, ,j m= � ．设在某一生产

过程中 y 为不可控制的随机变量，而 1,x 2 , ,� mx x 为

可严格控制的非随机变量，则变量 1 2, , ,� mx x x 与 y

间的相关关系可描述为 

 y = 1 2
0 1 2

m
mx x xα α αα � + e                 （2） 

其中： e 为随机误差，且 ( ) 0E e = ．为了估计模型

（2）中的未知参数 jα （ 0,1, ,j m= � ）进行 n 次独立

试验，设观测值为 

1 2( , , , , )l l ml lx x x y�  1, 2, ,l n= �         （3） 

则对模型（2）中未知参数进行估计的回归模型为  
1 2

0 1 2
m

l ll l ml ey x x xα α αα += �   1, 2, ,l n= �     （4） 

其中：观测值 ly 服从区间 (0, )+∞ 上的正态截尾分

布， le 为第 l 次观测的随机误差，它服从正态分布，且

1 2
0 1 2)( m

l l l mlE y x x xα α αα= � ， ( ) 0lE e = ， 1, 2, ,l n= � ；

Cov( , )s ty y  =
2

0

s t

s t

σ⎧   =
⎨

   ≠⎩
， Cov( , ) =s te e

2

0

s t

s t

σ⎧    =
⎨

     ≠⎩
，

, 1, 2,s t = ,n� ..  
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  严格地讲，模型（4）属于非线性回归模型，其

参数的估计需要采用非线性 LS 估计[1,2]．但非线性

LS 估计属于数值计算，方法复杂，且很难保证迭代结

果为全局最优，因此很少有人用模型（4）对模型

（2）中的未知参数进行估计．目前普遍使用的方法

是对模型（1）进行对数变换，然后用线性回归模型 

0
1

α α Χ ε
=

= + +∑
m

l i il l
i

Y   1, 2, ,l n= �       （5） 

对 模 型 （ 2 ）中 的 未 知 参 数 进 行 估 计 ，其 中

lg( )l lY y= ， lg( )il ilX x= ， lε 为第 l 次观测的随机误

差， 1,2, ,i m= � ， 1, 2, ,l n= � ．运用线性 LS 估计的方

法对模型（5）中的参数进行估计 [3— 5]，获得参数

0 1, , , mα α α� 的线性 LS 估计 0 1ˆ ˆ ˆ, , , mα α α� ，并将其作为

模型（2）中未知参数的估计．这种参数估计方法存

在的问题： 

    （1）在用模型（5）进行参数估计时，虽然当 ly

服从区间 (0, )+∞ 上的正态截尾分布时， lg( )l lY y= 的

数学期望存在，但 lY 的数学期望并不是 0
1

α α Χ
=

+∑
m

i il
i

，

0
1

α α Χ
=

+∑
m

i il
i

只是 lY 数学期望的近似值， lε 的数学期

望只是近似等于零， 1, 2, ,l n= � ．  

    （2）在用模型（5）进行参数估计时，虽然当 ly

（ 1, 2, ,l n= � ）服从区间 (0, )+∞ 上的正态截尾分布

时 ， lg( )l lY y= （ 1, 2, ,l n= � ）的 方 差 存 在 ，且

1 2, , , nY Y Y� 相互独立，但 1 2, , , nY Y Y� 的方差一般不完

全相等，即线性回归模型（5）不满足 Gauss-Markov

假定 [3,4] ． 

  证明：（1）服从区间 (0, )+∞ 上正态截尾分布的

ly 的概率密度函数为 

   

2

2
( )

21
(1 ) 2

( )
−−

− π
=l

x u

v
q v

f x e  

0x > ， 0v > ，0 1q< <  

       1, 2, ,l n= �   

因为若反常积分
0

lg( ) ( )dlx f x x
∞

∫ 绝对收敛，则 ( )lE Y 存

在，且 ( )lE Y =
0

lg( ) ( )dlx f x x
∞

∫ ．而 

   
0

lg( ) ( )dlx f x x
∞

∫ =
1

0

1
ln( ) ( )d

ln10 lx f x x−∫ + 

    
1

1
ln( ) ( )d

ln10 lx f x x
∞

∫  

当 [1,  )x ∈ ∞ 时 

   2lim[ ln( ) ( )]l
x

x x f x
→∞

=  

    

2

2

( )
2 2

1
lim[ ln( ) ]

(1 ) 2

x u

v

x
x x e

q v

−−

→∞− π
=0 

根据无穷积分敛散性的判别法[6]知， 无穷积分
1

ln10
 

1
ln( ) ( )dlx f x x

∞

∫ 收敛． 

当 (0,  1]x ∈ 时 

   
1

2

0
lim[ ln( ) ( )]l
x

x x f x
+→

− = 

    

2

2

( )1

22

0

1
lim[ ln( ) ]

(1 ) 2

x u

v

x
x x e

q v +

−−

→− − π
=0 

根 据 瑕 积 分 敛 散 性 的 判 别 法 [6] 知 ，瑕 积 分
1

ln10
 

1

0
ln( ) ( )dlx f x x−∫ 收敛．因此反常积分

0
lg( ) ( )dlx f x x

∞

∫ 绝

对 收 敛 ， lg( )l lY y= 的 数 学 期 望 存 在 ，且 ( )lE Y = 

0
lg( ) ( )dlx f x x

∞

∫ ， 1, 2, ,l n= � ． 

  记 *
ly = 1 2

0 1 2)( m
l l l mlE y x x xα α αα= � （ 1, 2, ,l n= � ），

将 lg( )l lY y= 在 *
ly 附近作 Taylor 展开，并只取到一次

项得 

   lY = * ' * *lg( ) lg( ) lg ( )( )l l l l ly y y y y≈ + −  

1, 2, ,l n= �  

则 

   *( ) lg( )l lE Y y≈ 0 0
1 1

lg( )α α α α Χ
= =

= + = +∑ ∑
m m

i il i il
i i

x  

      1, 2, ,l n= �   

因此 lY 的数学期望并不是 0
1

α α Χ
=

+∑
m

i il
i

， 0
1

α α Χ
=

+∑
m

i il
i

只是 lY 数学期望的近似值， lε 的数学期望只是近似等

于零， 1, 2, ,l n= � ． 

    （2）因为若反常积分 2

0
[lg( )] ( )dlx f x x

∞

∫ 绝对收

敛，则 2( )lE Y 存在，且 2( )lE Y = 2

0
[lg( )] ( )dlx f x x

∞

∫ ．而 

   2

0
[lg( )] ( )dlx f x x

∞

∫ =
1 2

2 0

1
[ln( )] ( )d

(ln10) lx f x x∫ + 

    2
2 1

1
[ln( )] ( )d

(ln10) lx f x x
∞

∫  

当 [1,  )x ∈ ∞ 时 

   2 2lim{ [ln( )] ( )}l
x

x x f x
→∞

=  

    

2

2

( )
2 2 2

1
lim{ [ln( )] }

(1 ) 2

x u

v

x
x x e

q v

−−

→∞− π
0=  

根据无穷积分敛散性的判别法知，无穷积分
2

1

(ln10)
 

2

1
[ln( )] ( )dlx f x x

∞

∫ 收敛． 

当 (0,  1]x ∈ 时 

   
1

22

0
lim{ [ln( )] ( )}l
x

x x f x
+→

=  
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2

2

( )1
2 22

0

1
lim{ [ln( )] }

(1 ) 2

x u

v

x
x x e

q v +

−−

→− π
=0 

根 据 瑕 积 分 敛 散 性 的 判 别 法 知 ，瑕 积 分
2

1

[ln10]
  

1 2

0
[ln( )] ( )dlx f x x∫ 收敛．因此反常积分 2

0
[lg( )] ( )d

∞

∫ lx f x x

绝对收敛， 2( )lE Y 存在．由于 ( )lE Y 和 2( )lE Y 都存在，

所以 lg( )l lY y= （ 1, 2, ,l n= � ）的方差存在． 

  因为 1 2, , , ny y y� 相互独立，且 lg( )l lY y= （ 1,l =  

2, , n� ），所以 1 2, , , nY Y Y� 也相互独立，互不相关．但

是由于变换函数 lg( )y x= 的导数不是常数，而模型

（4）中的 1 2, , , ny y y� 具有相同的方差，故经过函数

lg( )y x= 变换后，模型（5）中的 1 2, , , nY Y Y� 一般不具

有相同的方差，即线性回归模型（5）不满足 Gauss-

Markov 假定． 

  线性回归模型（5）存在的两个问题可能导致其

线性 LS 估计的结果是劣的，不具有方差一致最小

性，参数估计的精度降低了 [7 9]− ． 

2 新参数估计方法 

  模型（5）的矩阵形式为 

= +Y Xα ε                           （6） 

其中 

   

1

2

n

Y

Y

Y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�
Y ，

11 21 1

12 22 2

1 2

1

1

1

m

m

n n mn

X X X

X X X

X X X

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�

�

� � � � �

�

X  

   

0

1

m

α
α

α

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�
α ，

1

2

n

ε
ε

ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�
ε  

  当模型（6）中矩阵 X 满足 rank ( ) =X 1,m +  

1n m> + 时，模型（6）中未知参数 α 的线性 LS 估

计为 
1ˆ ( )T T−= X X X Yα                      （7） 

根据前面对模型（5）存在问题的讨论知，估计（7）

不具有方差一致最小性，参数估计的精度降低了．设

模型（6）中Y 的协方差矩阵为 

   

2
1

2
2

2

0 0

0 0
Cov( )

0 0

σ
σ

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

�

�

� � � �

� n

Y   

其中 2 ( )l lVar Yσ = （ 1, 2, ,l n= � ）均为大于 0 的未知参

数，并且不完全相等．  

  定理 1  当模型（4）中随机误差 1 2, , , ne e e� 的绝

对值都足够小时，模型（6）中Y 的协方差矩阵 
2Cov( ) σ≈Y G                         （8） 

其中 

2
1

2
2

2

1
0 0

[ ln10]

1
0 0

[ ln10]

1
0 0

[ ln10]n

y

y

y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

�

�

� � � �

�

G （9） 

  证 明 ： 记 *
ly = 1 2

0 1 2)( m
l l l mlE y x x xα α αα= � ( 1, 2,l =  

, )n� ．则由模型（5）知 

 *
0

1

( ) lg( ) lg( )ε α α Χ
=

= − + = −∑
m

l l i il l l
i

Y y y          

      1, 2, ,l n= �  

又由模型（4）知 

  1 2 *
0 1 2

m
l l l ll l mle y yy x x xα α αα− = −= �              

1, 2, ,l n= �   

因此，当模型（4）中随机误差 1 2, , , ne e e� 的绝对值都

足够小时，有 
*

*

lg( ) lg( ) d(lg( )) 1

d ln10
l l l l

l l ll l

y y y

e y yy y

ε −
= ≈ =

−
         

    1, 2, ,l n= �  

所以 

   
1

ln10l l
l

e
y

ε ≈   1, 2, ,l n= �  

又因为在模型（5）中 2( ) ( )l l lVar Var Yε σ= = （ 1, 2,l =  

,n� ），而在模型（4）中 ( )lVar e = 2σ （ 1, 2, ,l n= � ）． 

故 

2 2 2 21 1
( ) ( ) [ ] ( ) [ ]

ln10 ln10l l l l
l l

Var Y Var Var e
y y

σ ε σ= = ≈ =

（ 1, 2, ,l n= � ） 

因此，模型（6）中   Y 的协方差矩阵可表示为式（8）． 

  定理 2 当模型（6）中矩阵 X 满足 ( )rank =X  

1,m + n> 1m + ，Y 的协方差矩阵可表示为式（8）时，

线性回归模型 
1

2
−

= +W G Xα η                     （10） 

基本满足 Gauss-Markov 假定．  

其中    

1

1
22

ln10 0 0

0 ln10 0

0 0 ln10n

y

y

y

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�

�
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�

G              
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1

2
−

=W G Y ，
1

2
−

=η G ε                 （11） 

  证明：因为 G >0，故存在唯一的
1

2
−

G >0，使得
1 1

12 2
− − −=G G G ，其中 

   

2
1

2
1 2

2

( ln10) 0 0

0 ( ln10) 0

0 0 ( ln10)

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

�

�

� � � �

� n

y

y

y

G  

令
1

2
−

=W G Y ，
1

2
−

= Gη ε ，在模型（6）的等号两端同

时 左 乘
1

2
−

G 得 式 （ 10 ）．因 为 0E ≈（ ）ε ，所 以

0E ≈（ ）η ，并有 
1 1 1 1 1

22 2 2 2 2Cov( ) Cov( ) Cov( ) σ
− − − − −

= = ≈ =W G Y G Y G G GG

2σ nI ，说明模型（6）经过等号两端同时左乘
1

2
−

G 的

方差稳定化变换后，其方差齐性得到了较好的修 

正[9—11]，线性回归模型（10）基本满足 Gauss-Markov

假定． 

  线性回归模型（10）中未知参数α 的线性 LS 估

计为 

   
1 1 1

12 2 2ˆ (( ) ( )) ( )T T− − −−= =G X G X G X Wα  

    1 1 1( )T T− − −X G X X G Y                （12） 

由 Gauss-Markov 定理知，用估计（12）作为模型

（2）中未知参数的估计要明显优于用估计（7）作

为模型（2）中未知参数的估计，但前提条件是模型

（4）中随机误差 1 2, , , ne e e� 的绝对值都足够小． 
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