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摘  要：为简化最简规范形的求解过程，提出了一种应用复规范形理论计算 Hopf 分岔系统最简规范形的有效方法．建

立了复坐标下 Hopf 分岔系统的规范形及非线性变换，以复数运算替代原有实数形式矩阵表示法的矩阵推导过程，获

得了此类 Hopf 分岔系统的最简规范形，归纳出了这一非线性系统最简规范形系数的选择规律．通过算例验证了本方

法对于简化传统规范形结果的有效性． 
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The Simplest Normal Form of Hopf Bifurcation System with the Complex 

 Normal Form Method 

 
ZHANG Rong1,2 ，WANG Wei1 

（1. School of Mechanical Engineering, Tianjin University, Tianjin 300072, China； 

2. School of Electromechanical and Automation, Tianjin Professional College, Tianjin 300402, China） 

Abstract：The approach of the complex normal form method was brought forward to more easily find the simplest normal form 

（SNF）of the Hopf bifurcation system. The normal form of that Hopf bifurcation system and the associated nonlinear

transformation were constructed in the complex ordinate form. It substituted the matrix deduction process of the common real 

form matrix representation method with ordinary complex operation during the course of obtaining computation. With the help of

that the SNF and the iterative formula of the Hopf bifurcation system were obtained more efficiently. An actual example attached 

indicated the validity of the SNF theory in the reduction of the normal form results. 
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  在研究复杂动力系统平衡点附近的稳态响应或

者分岔行为的过程中，往往先要采用规范形理论对系

统的动力学方程进行简化，而后再进行相应的分析，

但其简化结果的形式通常仍然比较复杂，因此郁 

培[1—4]在 Ushiki[5]的研究基础上又提出了最简规范形

理论．该理论通过采用新的非线性变换实现了对传统

规范形结果的进一步简化．其利用了近恒同非线性变

换化简原微分方程的第 k 阶非线性项时会对高于 k 阶

的非线性项产生影响这一特点，用第 k 阶的非线性变

换项来化简原微分方程中高于 k 阶的非线性项． 

 目前广泛采用的最简规范形求解方法是矩阵表

示法[1—4,6,7] ，但是这种方法在计算过程中会涉及到比

较复杂的矩阵运算．本文将 Nayfeh[8]提出的一种不经

矩阵分析获取非线性系统传统规范形的复规范形方

法拓展至最简规范形领域，计算了高维 Hopf 分岔系

统的最简规范形．通过采用复数形式的规范形及非线

性变换形式，用简单的复数运算替换了实数形式矩阵

表示法的矩阵运算，得到了高阶系统的最简规范形表

达式，克服了现有方法的计算复杂性问题，并通过实

例验证了其对于简化传统规范形结果的有效性． 

1 复规范形法求解系统传统规范形的思路 

 复规范形法是以复数形式表示非线性动力系统

方程，并依据复数运算的自身特性计算系统的传统规

范形，其好处是在规范形求解过程中不必引入矩阵运
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算，所以求解过程比较简单也易于实现计算机编

程．下面以单自由度系统 Duffing 方程为例阐述复规

范形法计算系统传统规范形的基本过程． 

系统方程为 
2 3u u uω α+ =��                        (1) 

引入复变量 

, ( )u u iζ ζ ω ζ ζ= + = −�            (2) 

分别求解式(2)中的复变量 ,ζ ζ 得到 

 
1 1

( ) , ( )
2 2

i i
u u u uζ ζ

ω ω
= − = +� �       (3) 

式(3)中的ζ 对时间 t 求导，同时考虑式(1)有 

 3( )
2

i
i

αζ ωζ ζ ζ
ω

= − +�                  (4) 

引入由ζ 到η 的近恒同变换 ( , )hζ η η η= + ，并将其代

入式(4)有 
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η η

∂ ∂= + − − −
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h h
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  因为以上系统中的非线性项为立方非线性项，所

以引入 3 阶近恒同变换 h： 

   3 2 2 3
1 2 3 4h Λη Λ η η Λ ηη Λ η= + + +  

考虑一阶近似： ,i iη ωη η ωη= = −�

� ，将它们代入式

(5)，并且仅考虑直至 3 阶的非线性项，有 

   3 2
1 2

3
(2 )
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= − + − +�    
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α αω Λ ηη ω Λ η
ω ω
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选择式(6)中的 1 3 4, ,Λ Λ Λ 以消去非共振项 3 2 3, ,η ηη η ，

有 

 1 3 42 2 2

3
, ,

4 4 8

α α αΛ Λ Λ
ω ω ω

= − = =        (7) 

 因为 2η η 是共振项，所以应该将其保留在规范形

的表达式中，那么系统(1)的 3 阶复数形式传统规范形

就可以表示为 

 23

2

i
i

αη ωη η η
ω

= −�                      (8) 

2 计算 Hopf 分岔系统的最简规范形 

引入复坐标下 Hopf 分岔系统传统规范形[8]： 

  2 3 2 4 3
21 32 43y iy a y y a y y a y y= + + + + +� �   
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m
m m
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a y y+
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式中：y 为 y 的共轭；
1

( 1)
2

m n= − ；n 为系统的阶数；

xa 为已知的传统规范形系数；同时 Hopf 分岔系统的

传统规范形中只包含有奇次项[8] ．假设最简规范形与

传统规范形具有相似的形式：  

  2 3 2 4 3
21 32 43u iu b u u b u u b u u= + + + + +� �   

1
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1

m
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p

b u u+
+
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∑                   (10) 

其中 xb 为最简规范形系数．计算过程中采用如下的非

线性变换： 
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其中 xc 为非线性变换系数．将(11)式中的 y 对时间 t

求导，并代入式(9)的左侧，同时考虑式(10)，比较方程

两侧关于 j n ju u − 的各同阶项的系数，可以直接得到： 

当 n=3 时有 

30 12 03 0c c c= = = ， 21 21a b=  

 考虑 n=3 的结果，当 n=5 时有  

   50 41 23 14 05 0c c c c c= = = = =  

32 21 21 21 32 21 21 21(2 ) (2 )a a c c b a a c+ + = + +  

 同时考虑 n=3,5 的结果，当 n=7 时有  

70 61 52 34 25 16 07 0c c c c c c c= = = = = = =  

 2
43 32 21 21 21 21 32 21 21 32(3 2 ) ( 2 2 )a a c c a c c c c c+ + + + + + =   

    43 32 21 32 21 21 32 21 322 3 2b b c b c a c a c+ + + +  

省略更高阶 ( 9)n≥ 时方程的具体形式，并对前几

阶的结果进行如下分析： 

 由 3n = 的结果可知：3 阶 Hopf 分岔系统的最简

规范形与其传统规范形的形式是一致的，所以有
2

21 u i u a u u= +� ．此外需要根据 5 阶系统方程确定在

３阶情况下无法获得的非线性变换系数 21c 的值． 

 由 5n = 的结果可得系统的关键方程： 

     ,32 ,32 ,32 ,32 ,21 ,21( 2r r i i i ra b i a b a c− + − + −     

    ,21 ,212 ) 0r ia c =                     (12) 

此处 xa , xb , xc 均为复数令 , ,x r x i xa a ia= + , , ,x r x i xb b ib= +  

, ,x r x i xc c ic= + ．分别考虑方程式(12)的实部和虚部有

,32 ,32r ra b= , ,32 ,32 ,21 ,21 ,21 ,212 2 0i i i r r ia b a c a c− + − = ．由虚部

结果可知：通过适当的选取 ,21 ,21,r ic c 可以消去 ,32ib ．为

简 化 计 算 ，先 假 设 ,21 0rc =  [ 1 ]  ，为使 ,32 0ib = ，有

,32
,21

,212
i

i
r

a
c

a
= ．那么直至 5 阶的最简规范形就可表示为 

2 3 2
21 ,32ru iu b u u b u u= + +�                  (13) 
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 当 7n = 时，平衡方程两侧 4 3u u 的同阶项系数，则

可以得到 

2
,43 ,21 ,32 ,32 ,21 ,21 ,21 ,21 ,32

,43 ,21 ,32 ,21 ,32

2
,43 ,21 ,32 ,32 ,21 ,21 ,21 ,21 ,32

Re : 3

5
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,43 ,21 ,32 ,32 ,21 ,21 ,323 5i i r r i r ib a c a c a c+ + +           (14) 

可见，如果适当地选择 5 阶非线性变换系数 32c [1]便可

以化简 7 阶最简规范形系数 43b ．所以令式(14)中的

,43 ,430, 0r ib b= = ，再联立上述两方程可得 
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 当 9n = 时，平衡方程两侧 5 4u u 的同阶项系数，并

利 用 7 阶 非 线 性 变 换 系 数 43c [ 1 ] 可 以使 ,54 0 ,rb =  

,54 0ib = ,则有 
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 对 2 1, ( 7)n m n= + ≥ ，由以上的分析可知，总可以

适当 选 择低一 阶 的 非 线 性 变 换 系 数 , 1m mc − 使得

, 1, , 1,0 , 0r m m i m mb b+ += = ，所以用复规范形方法表示的

Hopf 分岔的最简规范形仅包含 1 阶、3 阶，以及部分

的 5 阶项，这样系统(1)的表达式就可以最终简化为  

 2 3 2
,21 ,21 ,32( )r i ru iu b ib u u b u u= + + +�    

 由以上的分析可见，采用复规范形法求解 Hopf

分岔系统的最简规范形，可以完全避免复杂的矩阵运

算，而直接获得各阶非线性变换和最简规范形系数，

与传统的矩阵表示法相比，计算过程得到了极大 

简化． 

3 实 例 

 高维 Hopf 分岔系统的最简规范形为 

 

2
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3 4 1 2 4
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应用本文所述理论得到系统如下的最简规范形： 

2 2 4 3 22560 4
2 ( 84671 26082 2)

3 57
u iu i u u u uε ε= − + − +�  

  由上述算例可知，应用最简规范形理论可以极大

程度地简化复杂动力系统平衡点附近的系统方程，同

时所得结果由于只包含部分低于 5阶的非线性项，所

以较传统规范形其形式更为简洁，因此也更便于在引

入分岔参数的情况下，分析动力系统的局部及全局动

力学行为． 

4 结 语 

本文围绕 Nayfeh[8]提出的复数形式传统规范形

理论，计算了 Hopf 分岔系统的最简规范形．建立了复

坐标下 Hopf 分岔系统的传统规范形及非线性变换，

并以复数形式传统规范形及变换为基础，在不经复杂

矩阵运算的情况下，获得了 Hopf 分岔系统的最简规

范形表达式，同时归纳出了最简规范形系数的选择规

律．此外，本方法也可以用于分析其他高余维非线性

系统的最简规范形． 
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