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基于小波变换的投影光栅条纹分析 
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摘  要：投影光栅条纹相位法通常用于三维物体形貌的测量.采用小波变换直接提取单幅光栅条纹图像的相位分布，

不需要进行相位展开，即可得到物体表面轮廓. 给出了小波分析应用在空间载波光栅条纹相位分析中的理论推导证

明、计算机模拟以及实验验证结果, 讨论了小波分析的抗噪能力，证实了该方法的可行性. 
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Projected Fringe Patterns Analysis Based on Wavelet Transform 

 
YANG Cheng , YU De-min , XU Zeng-pu , WANG Yong-qiang 

（College of Mechanical Engineering, Tianjin University of Science & Technology, Tianjin 300222, China） 

Abstract：Phase approaching of projected grating is used usually in the measurement of three dimensional surface. Wavelet 

transform algorithm has been used to extract directly the phase distribution from fringe single pattern without phase unwrapping 

step , thus the surface profile of the object is obtained. The theory, simulation result and an example of three dimensional shape

measurement were given. The de-noising ability of wavelet analysis was also discussed. Theory and simulation results show that 

method is practicable. 
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投影光栅相位法测量在三维物体形貌测量中

有着广泛的应用，而光栅图像相位的求取是光栅轮

廓测量中的关键技术和重要的研究课题. 传统的光

栅图像相位分布提取方法主要有莫尔条纹法、相移

法和傅里叶变换法等[1]．其中，相移法是一种高分辨

率的相位提取方法，但是该方法须采集三幅或三幅

以上的图像，不适合于实时动态测量. 傅里叶变换方

法只需分析单幅光栅图像，适于实时动态测量，但需

要滤波运算，需进行两次数学变换，直接影响测量精

度. 这两种方法都需要进行相位展开运算，不仅过程

复杂，且易受到图像采样不足、频谱泄漏、噪声等因

素的影响而导致失败[2]. 

针对投影光栅图像的相位分布求取问题，采用

小波变换对光栅图像进行分析，可以直接从单幅光

栅图像中求取相位梯度分布，进而对相位梯度积分

可以得到光栅图像空间的相位分布. 该方法不需相

位展开，从而避免了相位展开带来的若干难题和复

杂算法. 本文采用 Morlet 小波对光栅图像信号进行

分析，给出理论推导证明，以及计算机模拟及实验验

证结果. 

1 小波变换理论 

 小波（wavelet）,即小区域的波，是一种特殊的

长度有限、平均值为 0 的波形. 它的定义：设 h(x)为

一个平方可积函数，即 2( ) ( )h x L R∈ ，若其傅里叶变换

( )h ϖ 满足条件 

   

2ˆ( )
dh

R

h
C

ϖ
ϖ

ϖ
= < ∞∫                   (1) 

则称 h(x)为一个基本小波或小波母函数，式(1)称为

小波函数的允许条件. 
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小 波 变 换 是 把 某 一 个 小 波 母 函 数 （ mother 

wavelet）h(x)作一定的平移和伸缩后与待分析信号

f(x)作内积，即： 

    ( ),fW s b =
1

s
*∞

−∞∫ h (
x b

s

−
)f(x)dx         (2) 

式中：s>0，为尺度因子，它与频率有关，其作用是使

基小波 h(x)伸缩；b 是位移因子，其值可正可负，它

与时间和位置有关；*表示复数共轭. 由于 s 和 b 都

是连续的变量，故称为连续小波变换（Continuous 

Wavelet Transform）[3]. 

小波基函数 )(, xh bs
是通过对满足允许条件

（Admissibility Condition）的母小波 h(x)的尺度伸

缩和平移得到，如式（3）所示. 

   , ( )s bh x = 
1

s
h(

x b

s

−
)              (3) 

为了提高运算速度，可以采用快速傅里叶变换

算法实现小波变换. 根据巴塞瓦（Parseval）能量守

恒定理，小波变换可以表达成另一种形式，即频域表

示形式： 

  *( , ) ( ) ( ) exp( )d
∞

−∞
= ∫fW s b s H sk F k ibk k      (4)  

式中： ( )sH sk 和 )(kF 分别是 
1

( )
x

h
ss

和 f(x)的傅

里叶变换形式. 

 小波变换系数 ( , )fW s b 反映了信号 f(x)与小波

序列 , ( )s bh x 函数的相似程度. 因此连续小波变换可

以理解为将信号和小波函数进行比较的结果，幅值

和相位综合反映它们的相似程度. 当被测信号的局

部频率与相应尺度的小波函数的振荡频率相同或

相近时，其小波系数值相应较大 . 小波变换系数

( , )fW s b 的模值 ( , )fW s b 的极大值集中体现了被测

信号的奇异特征. 

2 光栅图像的小波分析 

2.1 小波母函数的选择 

 与傅里叶变换不同，小波变换的基函数没有固

定的形式，选择适当的小波母函数 h(x)对准确地分

析信号是十分重要的. 

小波变换在检测空间频率瞬变时，为了分离信

号的幅值和相位成份，需要使用复数小波[4]. 根据常

用连续小波变换的复数母小波函数的性质，可以选

用 Morlet 小波、 Paul 小波和 hermitian 小波作为分析

纹理图像小波母函数. 针对这几种小波函数的形状、

时频域局部特性及模拟试验比较结果，决定采用

Morlet 小波作为分析光栅条纹图像的母小波. 

Morlet 小波是一种单频复正弦调制高斯波，可

以很好地表征光栅图像中的正弦信号特征，以及相

位信息；该小波在空、频两域中都存在最小的展开，

即其空域和频域都有良好的局部特性，也是最常用

的复数小波. Morlet 小波定义为 

   1/ 4 2( ) π exp( )exp( / 2)h x icx x−= −           (5) 

其傅里叶变换为 

  
2

4

2π ( - )
( ) exp

2π

k c
H k

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
-               (6) 

式中：c 是 Morlet 小波的一个固定空间频率. 此外，

Morlet 小波不满足允许条件，但当 c≥5时，允许条件

近似成立，c常取 5或 6. 图 1(a) 、图 1(b)分别为 Morlet

小波在空域和频域中的波形. 由图可以看出，Morlet

小波使用的高斯窗函数是一种理想的窗函数形状. 

因此, 在本实验过程中决定采用 Morlet 小波作为小

波分析的母函数. 

 
        (a) 空域响应 

 
         (b) 频域响应 

图 1  Morlet小波的空域响应和频域响应 

Fig. 1 Space-domain and frequency-domain  

   response of Morlet wavelet function 

2.2 小波分析求解相位 

 在投影光栅相位法测量中，常常采用正弦光栅

作为投射光栅，设载波沿 x 方向，则条纹图像的表达

式为 

  I(x,y)=I0(x,y)[1+V(x,y)cos(mx+Φ(x,y))]     (7) 

式中：I0 为背景光强；V 是光栅条纹对比度；Φ 为光

学相位；p 为光栅条纹栅距；mx 为调制载波相位，

m=2π/p. 空间载波必须满足条件 

    
max

m
x

φ∂>
∂

                         (8) 
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以式(6)的某一行（沿 x 方向）作分析对象，即

得到一维光栅条纹信号的强度分布为 

   g(x)= I0(x)[1+V(x)cos(mx+Φ(x))]       (9) 

由式(1) 、式(3)，对一维光栅条纹信号进行小波变换： 

    ( ),gW s b = s * ( ) ( )exp( )d
∞

−∞∫ H sk G k ibk k    (10) 

在工程中，近似地将小波频谱中能量最多的频率值

作为小波的中心频率. 根据小波变换的物理意义，当

被测信号的局部频率与相应尺度的小波函数的中

心振荡频率相同或相近时，其小波变换模取极大值.

此时，小波变换的相角Φ相对平移量 b 的偏导数，在

小波变换模极大值交点处，其值等于母小波函数的

中心频率. 根据小波的局部特性，将相位Φ在小波母

函数的时空域窗口中心 c 处展开成泰勒级数，相位

Φ可以近似表示为 

    Φ(x)≈Φ(b)+(x－b)Φ' (b)              (11) 

根据小波函数的局部特性，假设 I0 和 V 都变化缓慢，

或者均为常数，在实际应用中大多情况也是如此，这

样有利于发挥小波分析的优势. 则该一维条纹信号

可以用傅里叶变换形式表示为 

[{
'( ) ( )

0( ) ( ) ( ) ( ( ))e
i Φ b bΦ b

G k I b V b k m b
⎡ ⎤−
⎣ ⎦′= π +- -δ Φ    

}'( ) ( )
( ( ))e 2 ( )

i Φ b bΦ b
k m b kδ Φ δ

⎡ ⎤− −⎣ ⎦ ⎤′+ + +
⎥⎦

    (12) 

把式(6)和式(12)代入到式(10)中，其中 k<0 时， 

H(sk)=0.于是可以得到： 

[ ]5 / 4
0( , ) ( ) 2  exp ( ( ) )gW s b I V b s i b bm= π + ×Φ  

    
[ ]2

( ( ))
exp

2

Φ⎡ ⎤′+
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

-s m b c
             (13) 

式(13)小波变换系数的模为 

   ( ) ( , )gρ s W s b=                      (14)  

令
d

0
ds

ρ = ，并由尺度 s>0，解得模极大值对应的尺度

为 

   
2

max

2
( )

2( ( ))

c c
s b

m b

+ +=
′+Φ

                (15) 

在此尺度下，小波基函数的振荡频率与正弦信号的

振荡频率恰好相等，可以发生共振. 于是得到所求一

维光栅信号的相位梯度： 

      
2

max

2
( )

2 ( )

c c
Φ b m

s b

+ +′ = −           (16) 

对式(16)沿着 max ( )s b 积分便可得到相位值. 

2.3 算法求解步骤 

 使用连续小波变换从二维光栅图像中提取相

位分布主要步骤如下： 

  （1）对光栅图像的每一行（或列）, 将该一维

信号左右边缘进行零扩展(zero-padding), 然后对其

进行傅里叶变换. 

  （2）选择合适的小波母函数和尺度集，在每一

个尺度上对扩展后的数据进行连续小波变换，然后

截断. 

  （3）在小波变换系数中寻找模极大值，确定

模极大值曲线 max ( )s b . 

（4）将所求的相位梯度 'Φ 沿模极大值路径

max ( )s b 积分即可得到该行(或列)的相位分布. 

（5） 对图像的每一行重复(1)—(4)过程，即确定

二维条纹图的相位分布. 

3 模拟分析 

 在计算机模拟试验中，以一个一维模拟相位调

制信号的相位提取来说明该算法的有效性. 模拟的

相位分布函数为 

Φ(x,y)=0.3exp(-(x-100)2/2 000)+0.8exp(-(x-250)2/ 

   5 000)+0.5exp(-(x-400)2/1 000)      (17) 

将式(17)代入式(6)即可得到模拟的光栅条纹强度分

布，其中取 I0 =1.0，V=1.0，m=1.0 rad/pixel，条纹图像

的大小为512 pixel×512 pixel. 模拟的相位分布图如

图 2所示. 

 
图 2  模拟的相位分布 

Fig. 2 Simulated phase distribution 

 取该条纹图像第 256 行条纹信号进行小波分

析，采用 Morlet 小波，c=6. 对该一维信号进行连续小

波变换，通过寻求小波变换系数的模极大值确定该

模拟相位的相位梯度，对梯度积分可以直接得到相

位分布. 小波分析恢复得到的相位分布(实线)和模

拟的相位分布(虚线)比较如图 3所示. 其对应的相位

误差分布如图 4 所示. 误差的产生主要由在式（11）

相位Φ的泰勒级数展开时忽略其高阶导数以及在

运算过程中积分等算法的实现引起的. 另外小波尺

度函数的选择对分析结果也有重要的影响，可以通

过增加小波尺度总数来提高频域分辨率，进而提高
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分析精度，但会延长运算时间[5]. 

 

图 3 小波分析恢复的相位与模拟相位比较 

Fig. 3 Obtained phase by wavelet method 

 and simulated phase 

 
图 4 小波分析方法恢复相位的相位误差 

Fig. 4 Phase Error between obtained phase by  

      wavelet method and simulated phase 

计算机模拟结果表明：小波分析可以很好地提

取傅里叶变换轮廓测量法中相对于基准光栅图像

基频的相位调制分布,并得到满意的结果,恢复的相

位相对误差在 10-3 数量级，体现了该方法的优越性. 

小波分析处理过程的积分会导致局部误差的

传播，但这些误差是很小的，因为小波是从包含在大

量相邻像素的信息中提取相位梯度的，有效地均衡

了噪声，有较好的抗噪能力.向光栅条纹图像中加入

均值为 0，方差为 0.04的高斯噪声.对该包含噪声的

条纹图像进行小波分析，恢复的相位误差分布如图

5 所示，误差曲面峰谷间距离为 1.725 6  pixel，均方

根值为 0.500 32 pixel. 

 
图 5 小波分析噪声条纹图像的相位误差分布 

Fig. 5 Phase error distribution of fringe pattern  

   image with noise by wavelet method 

但必须指出的是,文中提出的小波变换分析方

法是对图像的每一个点均应用一系列不同尺度的

小波基进行小波变换,以及相位信息提取操作,因此

该方法是以计算时间作为代价来获取精度的. 

4 实 验 

 以人体头像为测量对象，采用 LCD 投影仪 

(Sony XGA VPL-CX80）投射正弦光栅到物体表面，

实验装置如图 6 所示. 其中光栅的节距为 8 pixel，即

m=π/4(rad/pixel) ，光栅图像的尺寸为 512 pixel×512 

pixel. 正弦光栅图像由计算机系统生成，传送到数字

投影仪中，并投影在待测物体表面. 变形光栅图像由

CCD 摄像机采集， 然后送到计算机进行处理，采集

到的变形光栅图像如图 7 所示.  

 

图 6  实验装置结构图 

Fig. 6  Experimental setup  

 

图 7 变形光栅图像 

Fig. 7 Deformed fringe pattern image 

  采集的参考光栅和变形光栅的第 256行条纹信

号的波形图像如图 8 所示. 采用小波变换分别对采

集的参考平面光栅图像和物体表面变形光栅图像

进行处理 ，分别得到两幅图像的相位 Φr(x,y)和

Φo(x,y), 于是可以得到被测物体表面的调制相位分

布 Φ(x,y)=Φo(x,y)－Φr(x,y). 根据文献[6]可以得到物

体表面的轮廓坐标为 

   

( )

( )
0

0

,

2π
( , )

,

2π

Φ x y
Lp

z x y
Φ x y

p d

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦=

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎣ ⎦

              (18) 
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式中： 0p =p/cos θ, p 是光栅条纹的周期；L 是摄像机

到参考平面的距离； d 是摄像机镜头光心和投影仪

镜头光心之间的距离； z 为被测物体轮廓高度尺寸. 

得到的测量结果如图 9 所示，恢复的相对误差范围

在±1.5%，可见小波分析可以较好的解调出真实的

人体头像轮廓. 

 
                            (a) 参考光栅                                                   (b) 变形光栅 

图 8 参考光栅和变形光栅第 256 行信号波形图 

Fig. 8 The 256th row of reference grating image and deformed grating image 

 

 

图 9 小波分析方法恢复的人体头像轮廓 

Fig. 9 Height profile of bust analyzed by wavelet transform 

5 结 论 

本文在小波分析理论基础上，给出了应用连续

小波变换在提取光栅条纹图像相位分布的算法理

论分析和证明. 该算法在位置—空间—频率域中利

用连续小波变换系数的模的极大值确定被测表面

的相位梯度，通过积分得到相位分布，避免了相位展

开过程，同时保持了单幅图像处理的优点. 给出了计

算机模拟以及实验结果，很好地恢复了物体的三维 

形面，验证了该算法的可行性和适用性. 但由于应用

小波分析时运算量较大，测量速度会受到一定的限

制，还需要在连续小波变换算法快速实现上作深入

的研究. 另外，对于被测曲面梯度不连续的情况，该

分析方法失效. 
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