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两个矩阵同时化为 Hermite 标准型的一个充分必要条件 
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摘  要：利用单纯的矩阵方法得到，两个同型矩阵 能够同时化为 Hermite 标准型的一个充分必要条件是

．在 此 基 础 上 ，若 同 型 矩 阵 序 列 满 足
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A Necessary and Sufficient Condition for Two Matrices Synchronously 

 into Hermite Canonical Forms 

CUI Jia-feng，ZHANG Li 
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Abstract：By using methods of matrix，two matrices  with the same dimensions were transformed synchronously into 

Hermite canonical forms if and only if . On this basis，for series of matrix with the same di-

mensions ，all  and  could be transformed synchronously into Hermite canonical forms i
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矩阵对角化在矩阵方程、二次型标准化、线性变

换以及化学反应动力学[1]等方面有着广泛的应用．一

般大多数文献和教材中讨论的都是单个矩阵的相似

对角化，即便讨论两个矩阵的同时合同对角化以及相

似对角化[2—4]也只是针对方阵而言．文献[5]利用线性

空间的观点证明了两个同型矩阵在满足一定条件下

可以同时化为Hermite标准型，本文利用纯矩阵的方

法给出两个同型矩阵可以同时对角化为Hermite标准

型的一个充分必要条件． 
定 义 1 对 于 阶 矩 阵 ，ra ，称

阶矩阵 为矩阵 的正 Hermite 标

准型，称 阶矩阵
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为矩阵 的反

Hermite 标准型，其中

A

rI 为 阶单位阵．矩阵 的正

Hermite 标准型和反 Hermite 标准型统称为矩阵 的

Hermite 标准型． 
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注：文献[6]关于矩阵的 Hermite 标准型定义相当

于文献[7] 矩阵的行最简形（Reduced Row Echelon 
Form）定义，本文关于 Hermite 标准型与文献[6]的
定义是不同的． 

引理 1 阶矩阵 为行满秩的充要条件是存

在 阶 可 逆 方 阵

m n× A
n P ，使 ，其 中 为

阶零矩阵. 
( 0m =AP I )

)
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引理 2 阶矩阵 为列满秩的充要条件是存

在 阶 可 逆 方 阵 Q ，使 得
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，其 中 是

阶零矩阵． 
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以上两个引理由文[8]不难证明． 
引理 3 设 阶矩阵 中任取m n× A s 行构成矩阵

，则B s n× 阶矩阵 满足 B
rank rank≥ s m+ −B A . 

  证明：存在 m 的可逆矩阵m× 1P 使 
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又存在 m 的可逆矩阵m× 2P 使 
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其中 rank rank=B C ，于是 

2 1rank rank rank rank≤ m s m s= + − = +A P P A C B − ， 
即 rank rank≥ s m+ −B A . 

类似可证得引理 4． 
引理 4 设 阶矩阵 中任取m n× A s 列构成矩阵

，则 阶矩阵 满足 B m s× B
   rank rank≥ s n+ −B A . 

引理 5 设 ,A B 均为 阶矩阵，则  m n× rank( +A
)≤B rank rank+A B . 

证明：因为 ，而 
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即 
   ran . k rank rank( )≥+ +A B A

下面给出本文的中心定理． 
定理  设 ,A B 均为 m 矩阵，则  n× rank( )+ =A B

rank rank+A B 的充分必要条件是，存在 阶可逆方

阵

m
P ，n 阶可逆方阵 Q ，使得 
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其中 ，rankr = A ranks = B ，并且 . min( , )≤r s m n+
  证明：先证充分性． 

设 rank , rankr s= =A B 且 ，存在

阶可逆方阵
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因为 ，所以 rank  
. 

min( , )≤r s m n+ ( ) rank (+ =A B P A +
nk) rank rar s= + = +B Q A B

再证必要性． 
由引理 1 及引理 2，存在 的可逆方阵m m× 1P 及

的可逆方阵 ，使得 n n× 1Q
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这里 为 矩阵，Y 为 矩阵． X r n× m s×
由于 ，所以  rank( ) rank rank+ = +A B A B ≤r s+

min(  , )m n .于是 
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其中，上述矩阵的分块方式保证了 11X 为 矩阵，

为

r r×

33Y s s× 矩 阵 ，而 且 1 1P AQ 与 1 1P BQ 的 分 块 方式 
相同． 

因为 ran 且 k( ) rank rank+ = +A B A B
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由引理 3，   
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列满秩，再由引理 2，存在 的可逆方
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同理由引理 4， ，即11 12rank(  ) r=X X 11 12(  )X X 为行

满秩，再由引理 1，存在 的可逆方阵

使得 . 
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同理可得 
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记 3 2 1 = P P P P ， ，则有 1 2 3 = Q Q Q Q
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并且 .  min  (  , )≤r s m n+  

tA
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推 论  设 均 为 矩 阵 ，若 1 2 3, , , ,  tLA A A A m n×

1 1rank( ) rank rankt+ + = + +L LA A A ，则对于任意 
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这 里 rank ,iri = A rank jrj = A ， 且

  min(  ,  ),≤ri rj m n+
 . ,   1,  2 , ,i j t= L

  证 明 ：由 引 理 5 ，  

上

面等号成立则要求每个不等号成为等号．故由最后

一个不等式，有 .由
对称性有 
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由定理可知推论的命题成立． 
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