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摘 要：根据多元统计分析中 Mahalanobis 距离的计算理论，对其计算性质进行了讨论和研究，证明了多元随机变量

在经过可逆线性变换后，其 Mahalanobis 距离的计算数值不变这一重要性质.并通过实际问题说明了此性质在多元统

计分析，特别是在距离判别分析中的作用. 
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Theorem of Mahalanobis Distance from Multivariate  
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Abstract：According to multivariate statistical analysis of the calculation theory of Mahalanobis distance，the nature of its 

calculation were discussed and studied. It has proved an important nature that the numerical calculation of Mahalanobis dis-

tance of multivariate random variables is unchanged after the reversible linear transformation. And it has illustrate through 

the example that the nature has an effect on multivariate statistical analysis，especially on distance discriminant analysis. 

Keywords：multivariate statistical analysis；random vector；covariance matrix；Mahalanobis distance；distance dis-

criminantory analysis 

 
随着社会的不断发展与科技的进步，多元统计分

析在国内外也得到越来越广泛的应用.在实际中经常

根据需要，利用所观测到的数据资料，对研究的对象

进行分类或定性.例如在科研实验中，可以根据实验

对象所测试的多项指标（如强度、寿命、耗能量、偏差

程度等）来判定此实验对象的类型或级别.如果所检

查测试的多项指标可以表示为多元的随机向量，则这

些判定都可以用多元统计分析中的距离判别分析方

法来解决.其中 Mahalanobis 距离是最重要的判别工

具之一，且应用范围较广，并得到广泛的重视 [1—3].由

于随机变量经过线性变换后其 Mahalanobis 距离的计

算非常繁杂，难度较大，为了简化繁杂的计算，更有

利于实际应用，本文讨论了 Mahalanobis 距离的有关

性质，给出了简化计算的方法，进一步完善了距离判

别分析的理论与应用的研究. 

1 随机向量及协方差矩阵的性质 

  一般把 n 个随机变量 1 2, , , nX X X� 的整体称为 n

维随机向量，记为 ( )1 2, , ,= �

T

nX X XX ，记 ( ) =E X  

( )1 2, , ,
T

nEX EX EX� 为均值向量，均值向量也可简写

为 ( )1 2, , ,μ μ μ= �

T

nμ . 

设 ,X Y 为随机向量， ,A B 为适合运算的常数矩

阵，则均值向量运算具有以下性质[4]： 

  （1） ( ) ( )=E EAX A X ； 

  （2） ( ) ( )=E EAXB A X B ； 

  （3） ( ) ( ) ( )+ = +E E EAX BY A X B X . 

记 X 的协方差矩阵为 

 ( ) ( )( )T
D E E E= = − − =V X X X X X  
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  记 ( )Cov ,ij i jX Xσ = ， 则上式可简写为 

   =V  ( )ij n n
σ

×
 

  设 A 为常数矩阵，b 为常数向量，则协方差矩阵

有以下性质[5]： 

  （1） ( ) 0≥D X ，即 X 的协方差矩阵是非负定

矩阵； 

  （2） ( ) ( )+ =D DX b X ； 

  （3） ( ) ( )= TD DAX A X A . 

2 Mahalanobis 距离及其作用 

由于常用的欧氏距离很难处理和协调各随机变

量指标（如长度、重量、时间、温度等）不同量纲之间

的“大小”比较关系，另外欧氏距离也很难考虑各随

机变量之间的相关性.所以在多元统计分析中，由统

计 学 家 Mahalanobis 定 义 了 一 种 距 离 ，称 为

Mahalanobis 距离，简称马氏距离. 

定义 设 ,X Y 是服从均值向量为 μ ，协方差矩阵

为 n 阶方阵V 的总体 G 中抽取的两个随机向量样品，

定义 ,X Y 之间的马氏距离[6]为 

   ( ) ( ) ( )2 1, −= − −T
D X Y X Y V X Y  

不难看出当协方差矩阵 V 为单位矩阵 E 时，即
1− =V E ，则有 

   
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1

22

1 1

,
T

T

n n

D

x y x y

−= − − =

− − = − + + −�

X Y X Y V X Y

X Y X Y
 

即欧氏距离是马氏距离当协方差阵 =V E 时的特例. 

关于马氏距离在假设检验与判别分析中许多重

要的应用，见有关文献［7—9］. 

3 随机向量的线性变换及应用 

在多元统计分析中，根据需要有时需对随机向量

X 进行随机向量线性变换 = +Y AX b ，其中 A 为可

逆方阵，b 为常数向量.则随机向量Y 是 X 的随机向

量线性函数.在向量空间中，向量经过线性变换后，其

欧氏距离要发生相应的改变. 

下面根据实际问题来讨论关于随机向量经过线

性变换后，其欧氏距离的变化和马氏距离值的计算. 

  问题 已知三维随机向量总体

1

2

3

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
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  （1）设 X 的两个样本为 1 2

13 22

38 , 31

82 74

x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
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，

求对应的样本函数值 1y 与 2y ，并求 1x 与 2x 的欧氏距

离 1d 和 1y 与 2y 的欧氏距离 2d ． 

  因为
1

2

3

4 0 1 1

0 2 1 2

1 0 3 3
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b ，则有线性变换  = +Y AX b ，得 

   1 1

4 0 1 13 1 135

0 2 1 38 2 160
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   因为 1 2
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          1 2

135

160

262

y y

⎛ ⎞
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⎜ ⎟
⎝ ⎠
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故 

   ( )2 2 2
1 9 7 8 194d = − + + =  

   ( )2 2 2
2 28 22 15d = − + +  1493=  

显然 1 2d d≠ ，即向量经过线性变换后，其欧氏距离

要发生相应的改变. 

  （2）求Y 的协方差矩阵 YV ． 

  根据协方差矩阵的性质，得Y 的协方差矩阵公式

为 
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( ) ( ) ( ) ( )= = + = = =T T
Y XD D D DV Y AX b AX A X A AV A

得  
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  （3）求 1y 与 2y 的马氏距离 ( )2
1 2,D y y . 

  因为 
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所以 1y 与 2y 的马氏距离 

   ( ) ( )2
1 2 1 2,

T
D y y y y= −  ( )1

1 2YV y y− − ＝ 

   ( )
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28
11836 352 1408
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331408 352 21120 1

433
1452 2 726 3

+ + = . 

4 在随机向量线性变换中马氏距离的性质 

及其应用 

由上述问题的讨论可以看到，计算马氏距离

( )2
1 2,D y y 需要先求 1y 与 2y ，再求 T

Y X=V AV A ，另

外 需 要 解 逆 矩 阵 1−
YV ，最 后 才 计 算 ( )2

1 2,D y y =  

( ) ( )1
1 2 1 2

−− −T

Yy y y yV ，计算过程较繁，经过研究，可

得马氏距离一个重要性质，可简化在线性变换中求

( )2
1 2,D y y 的计算. 

  定理  设随机向量 X 是服从协方差矩阵为 XV 的

总体，随机向量 X 的线性变换函数 = +Y AX b （A

为相应的可逆方阵，b 为常数向量），随机向量 1 2,x x

为 X 的两个样本， 1 2,y y 为 1 2,x x 对应的随机向量线性

变换函数值.则 1y 和 2y 的马氏距离与 1x 和 2x 的马氏

距离相等.即 ( ) ( )2 2
1 2 1 2, ,D y y D x x= . 

  证明：设 YV 是 = +Y AX b 的协方差矩阵，则有 

   
( ) ( ) ( )

( )
= = + = =

=
Y

T T
X

D D D

D

V Y AX b AX

A X A AV A
 

   ( ) ( ) ( )2 1
1 2 1 2 1 2, −= − − =T

YD y y y y y yV  

   ( ) ( ) ( ) 1

1 2

T T
Xx x

−
+ − +⎡ ⎤⎣ ⎦A b A b AV A  

   ( ) ( )1 2x x+ − + =⎡ ⎤⎣ ⎦A b A b  

   ( ) ( ) ( )1 1 1
1 2 1 2

− − −⎡ ⎤− − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

T T
Xx x x xA A V A A  

   ( ) ( ) ( )1 1 1
1 2 1 2

− − −− − =T T T
Xx x x xA A V A A  

   ( ) ( )1
1 2 1 2

−− −T

Xx x x xV ＝ ( )2
1 2,D x x  

即  ( ) ( )2 2
1 2 1 2, ,D y y D x x= .    

利用定理计算前述问题中的马氏距离. 

由于 ( )1 2 9 7 8
T

x x− = −  
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所以根据定理有  

   ( ) ( )2 2
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   ( )

2
30

3
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2
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⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟

− ⎜ ⎟
⎜ ⎟
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3 3
= + + =  

  通过比较可知，利用定理可以简化在随机变量线

性变换中求马氏距离 ( )2
1 2,D y y 的有关计算. 

5 结 语 

  多元统计分析是应用非常广泛的学科，其中有许
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多问题涉及到马氏距离的计算.本文讨论了在随机变

量经过线性变换后对其马氏距离的计算，经过对其性

质的有关研究和证明，给出了可以简化马氏距离计算

的有关方法，更有利于实际应用. 
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  由图可见：陈化 50 min 时观察到未长成的类似

球形的不规则粒子，如图 3（a）；陈化 70,min 后粒

子稍大些，粒子已经显现出球形形貌，如图 3（b）；

陈化 110,min 后，粒子变为规则的球形，并且平均粒

径随着时间的推移而增大，如图 3（c）；陈化时间在

130~240,min 范围时，平均粒径基本不变．这是因为

在一定陈化时间内，由于小颗粒表面自由能大于大颗

粒，其溶解度较高，所以小颗粒会溶解形成大颗粒，

随着陈化时间的延长，粒径逐渐均一化，粒子也就不

再进一步生长了．因此观测到了粒径基本不变较均匀

的粒子． 

3 结 论 

  对于利用尿素共沉淀法制备 Y2（CrO4）3 均匀胶

体粒子，关键在于调节金属离子和尿素的浓度配比，

在适当的金属离子浓度范围内（2.0×10-4～4.0×10-3 

mol·L-1）增加尿素的浓度（0.9～1.6 mol·L-1）就

可以调控粒子形态的转变． 
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