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摘  要：运用最优化理论，对指数加工成本函数、改进指数加工成本函数、负平方加工成本函数、负幂加工成本函数建

立了公差分配优化模型，进行了算法设计，获得了解析最优解，对提高公差分配水平和促进计算机辅助公差设计具有

重要意义． 
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Optimization Model for Tolerance Allocation and Its Analytic Solution 
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2. College of Mechanical Engineering，Tianjin University of Science & Technology，Tianjin 300222，China） 

Abstract：Based on optimization theory，the optimization model of tolerance allocation was constructed to deal with four 

most commonly used cost-tolerance functions．The calculating method of the model was designed．The optimum solution of 

the model was obtained through analytic method．The model can improve the level of tolerance allocation and have important 

meaning on computer aided tolerance design．  
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  公差分配是公差设计理论的一个重要方面，其主

要研究如何将封闭环的设计公差合理地分配给各组

成环，在保证一定装配率的情况下，使产品的加工成

本达到最低．国内外学者对公差分配问题的研究一直

非常重视，研究成果很多[1—6]，但运用最优化理论解

决公差分配问题，并给出解析最优解的却很少．本文

运用最优化理论，针对 4 种常见的加工成本函数建立

公差分配优化模型，并对其进行算法设计，获得其解

析最优解，这对提高公差分配水平和促进计算机辅助

公差设计具有重要意义． 

1 指数加工成本函数 

1．1 公差分配优化模型 

  指数加工成本函数模型的一般形式为 

( ) btC t ae−=                          （1） 

式中：t 为设计公差；C（t）为加工成本；a 和 b 为已

知参数，且 a>0、b>0． 

  假设一个线性尺寸链有 n 个组成环，第 i 个组成

环的待定设计公差用 ti（i=1，2，…，n）表示，且每个

组成环对于不同公差设计的加工成本都符合规律

（1）．设第 i 个组成环的加工成本函数为 

( ) i ib t
i iC t a e−=                        （2） 

其中，ai 和 bi 为大于零的已知参数，i=1，2，…，n．若

用 t 表示已知的封闭环设计公差，则该线性尺寸链的

公差分配优化模型为[7—9]  
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式中：ωi 为第 i 个组成环设计公差的传递系数；ω为

封闭环设计公差的传递系数．ωi 和ω均为已知参数，
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且都大于零，i=1，2，…，n． 

1．2 算法设计及其解析最优解 

  考虑到各组成环的设计公差越大加工成本越低，

因此若优化模型 
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有最优解，则其最优解一定是优化模型（3）的最 

优解． 

  用 Lagrange 乘数法解有约束优化模型（4），构

造 Lagrange 函数为[10，11] 
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其中，λ为未知参数．优化模型（4）的最优解应为方

程组（6）的解． 

1 1

2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 2 2

0

0

0

0

n n

b t

b t

b t
n n n

n n

a b e

a b e

a b e

t t t t

λω
λω

λω
ω ω ω ω

−

−

−

⎧ − + =
⎪ − + =⎪
⎪
⎨
⎪ − + =
⎪
⎪ + + + − =⎩

�

�

          （6） 

  记 /i i i ia bα ω= ，则 由 0i ib t
i i ia b e λω−− + = 得 ln  

( / )i j i i j jb t b tα α = − ，i j≠ ，, 1, 2, ,i j n= � ． 

  记 ln( / )α α=ij i jc ，则 i i j j ijb t b t c− = （ i j≠ ；

, 1, 2, ,i j = � n ） ．因 此 方 程 组 （ 6 ） 中 未 知 数 ti

（i=1，2，…，n）的解应为方程组（7）的解． 

1 1 2 2 12

2 2 3 3 23

1 1 1

1 1 2 2

n n n n n n

n n

b t b t c

b t b t c

b t b t c

t t t tω ω ω ω
− − −

− =⎧
⎪ − =⎪⎪
⎨
⎪ − =
⎪

+ + + =⎪⎩

�

�

            （7） 

  设方程组（7）的矩阵形式为 

AT=C                             （8） 

其中  
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  定理 1  方程组（8）的系数矩阵 A 的行列式等

于
11
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  定理 2 方程组（8）有唯一解，其解为 T= A-1C． 

  由定理 2 知公差分配优化模型（3）的最优解为

T* = A-1C，这是一个解析最优解． 

2 改进指数加工成本函数 

2．1 公差分配优化模型 

  改进指数加工成本函数模型的一般形式为 
*( )( ) b t tC t ae d− −= +                    （9） 

式中：t 为设计公差；C（t）为加工成本；a、b、d 及 t*

为已知参数，且 a>0、b>0． 

  假设一个线性尺寸链有 n 个组成环，第 i 个组成

环的待定设计公差用 ti（i=1，2，…，n）表示，且每个

组成环对于不同公差设计的加工成本都符合规律

（9）．设第 i 个组成环的加工成本函数为 
*( )( ) i i ib t t

i i iC t a e d− −= +                 （10） 

其中，ai、bi、di 及 ti
*为已知参数，且 ai 和 bi 都大于零，

i=1，2，…，n．若用 t 表示已知的封闭环设计公差，则

该线性尺寸链的公差分配优化模型为 
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式中：ωi 为第 i 个组成环设计公差的传递系数；ω为

封闭环设计公差的传递系数．ωi 和ω均为已知参数，

且都大于零，i=1，2，…，n． 

2．2 算法设计及其解析最优解 

  考虑到各组成环的设计公差越大加工成本越低，

因此若优化模型（12）有最优解，则其最优解一定是

优化模型（11）的最优解． 
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  记 *
i i ix t t= − （ 1, 2, ,i n= � ），则 *

i i it x t= + （ 1,i =  

2, , n� ），模型（12）化为 
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  用 Lagrange 乘数法解有约束优化模型（13），

构造 Lagrange 函数为 
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其中，λ 为未知参数．优化模型（13）的最优解应为

方程组（15）的解． 
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  记 /β ω=i i i ia b ，则由 0i ib x
i i ia b e λω−− + = 得 ln( /iβ  

)j i i j jb x b xβ = − ，i j≠ ，, 1, 2, ,i j n= � ． 

  记 ln( / )β β=ij i jh ，则 i i j j ijb x b x h− = （ i j≠ ；

,i j = 1,2, ,n� ）．因此方程组（15）中未知数 ix

（i=1，2，…，n）的解应为方程组（16）的解． 

1 1 2 2 12

2 2 3 3 23

1 1 1

*
1 1 2 2

1

n n n n n n

n

n n i i
i

b x b x h

b x b x h

b x b x h

x x x t tω ω ω ω ω

− − −

=

− =⎧
⎪ − =⎪
⎪
⎨ − =⎪
⎪

+ + + = −⎪
⎩

∑

�

�

   （16） 

  设方程组（16）的矩阵形式为 

BX = H                          （17） 

其中 
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  由定理 1 知方程组（17）有唯一解 X = B-1H．由

于 X = T－T*，可得 

T = B-1H+T*                     （18） 

其中： T * * * * T
1 2 1 2( , , , ) , ( , , , )= =� �n nt t t t t tT T ．式（18）是

公差分配优化模型（11）的解析最优解． 

3 负平方加工成本函数 

3．1 公差分配优化模型 

  负平方加工成本函数模型的一般形式为 

C（t）= at-2                       （19） 

式中：t 为设计公差；C（t）为加工成本；a 为已知参

数，且 a>0． 

  假设一个线性尺寸链有 n 个组成环，第 i 个组成

环的待定设计公差用 ti（i=1，2，…，n）表示，且每个

组成环对于不同公差设计的加工成本都符合规律

（19）．设第 i 个组成环的加工成本函数为 

C（ti）= aiti
-2                     （20） 

其中，ai 为已知参数，且大于零，i=1，2，…，n．若用 t

表示已知的封闭环设计公差，则该线性尺寸链的公差

分配优化模型为 
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式中：ωi 为第 i 个组成环设计公差的传递系数；ω为

封闭环设计公差的传递系数．ωi 和ω均为已知参数，

且都大于零，i=1，2，…，n． 

3．2 算法设计及其解析最优解 

  考虑到各组成环的设计公差越大加工成本越低，

因此若优化模型（22）有最优解，则其最优解一定是

优化模型（21）的最优解． 
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  用 Lagrange 乘数法解有约束优化模型（22），

构造 Lagrange 函数为 
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故优化模型（22）的最优解应为方程组（25）的解． 
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而方程组（25）的唯一解为 
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即 公 差 分 配 优 化 模 型 （ 21 ） 的 解 析 最 优 解 为 式

（26）． 

4 负幂加工成本函数 

4．1 公差分配优化模型 

  负幂加工成本函数模型的一般形式为 

C（t）= at-b                                  （27） 

式中：t 为设计公差；C（t）为加工成本；a 和 b 为已

知参数，且 a>0、b>0． 

  假设一个线性尺寸链有 n 个组成环，第 i 个组成

环的待定设计公差用 ti（i=1，2，…，n）表示，且每个

组成环对于不同公差设计的加工成本都符合规律

（27）．设第 i 个组成环的加工成本函数为 

( ) ib
i i iC t a t−=                        （28） 

其中 ai、bi 均为已知参数，且都大于零，i=1，2，…，

n．若用 t 表示已知的封闭环设计公差，则该线性尺寸

链的公差分配优化模型为 
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式中：ωi 为第 i 个组成环设计公差的传递系数；ω为封

闭环设计公差的传递系数．ωi 和ω均为已知参数，且

都大于零，i=1，2，…，n． 

4．2 算法设计及其解析最优解 

  考虑到各组成环的设计公差越大加工成本越低，

因此若优化模型（30）有最优解，则其最优解一定是

优化模型（29）的最优解． 
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   用 Lagrange 乘数法解有约束优化模型（30），

构造 Lagrange 函数为 
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故优化模型（30）的最优解应为方程组（33）的解． 
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而方程组（33）可化为方程组 
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  方程组（34）中的每个方程都只有一个未知数，

其解很容易用数学软件求出． 

  若在式（29）中已知参数 b1 = b2= … = bn，且

记 b1 = b2= … = bn= b，则公差分配优化模型（29）

变为 

1 2
1

1

min  , , ,

. :    ≤ω ω

−

=

=

=∑

∑

�

n
b

n i i
i

n

i i
i

C t t t a t

s t t t

（ ）

          （35） 

  若记 /i i iaη ω= （i=1，2，…，n），则根据上述讨

论知，公差分配优化模型（35）的解析最优解为 
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公差分配优化模型（21）仅是公差分配优化模型

（35）中 b 取 2 的特殊情形． 
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散，形状不规则，还有类似硅藻土的颗粒物存在．这

说明 PSiAFCC 絮凝剂与硅藻土胶体颗粒物反应充

分，比 PFS 絮凝剂更好地发挥了电中和凝聚和架桥

絮凝作用，这与实验中得到的 PSiAFCC 絮凝效果好

于 PFS 的结论相吻合． 

3 结 论 

  （1）考虑到在聚合反应中 Al3+、Fe3+离子与硅

酸聚合速度的差异，制备过程中应先引入 Al3+离子、

再引入 Fe3+离子，使铁盐和铝盐实现了交叉共聚，通

过采用加入 KF 溶液法说明絮凝剂中铝、铁不是以离

子状态存在，同时借助扫描电镜对絮凝剂的结构及形

貌分析表明，PSiAFCC 中硅与铝、铁离子之间存在着

作 用键，形 成 了 高 分 子 结 构 而 以 聚 合态存 在 ．  

  （2）热重分析表明，絮凝剂 PSiAFCC 存在较多

的羟基，在一定温度范围内有较好的热稳定性，对制

备固体产品具有指导意义． 
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