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Banach 序列空间 ss(E)的弱暴露点 
 

于非非，李 君 
(天津科技大学理学院，天津 300457) 

 

摘  要：赋序列范数的矢值序列空间 ( )ss E 是 Banach 序列空间 ( )pl E 的推广，其几何性质的讨论是 Banach 空间理论

的重要组成部分．给出了 Banach 序列空间 ( )ss E 的弱暴露点的判定方法；并且在附加条件 ss 严格单调的前提下，证明

了以上结论的逆命题． 
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Weak Exposed Points in Banach Sequence Spaces ss(E) 
YU Fei-fei，LI Jun 

(College of Science，Tianjin University of Science & Technology，Tianjin 300457，China) 

Abstract：Vector valued sequence spaces ss(E) with the sequential norms are generalization of Banach sequence 
spaces lp(E)，the discussion on the geometric properties of ss(E) is important in the theory of the Banach spaces. The 
criteria of the weak exposed points in Banach sequence spaces ss(E) were obtained and the converse proposition of 
above conclusion was proved with the additional condition that ss  is strictly monotone. 
Keywords：Vector valued sequence space；sequential norms；weak exposed functional；weak exposed point 

 

1977 年，Diestel 和 Vhi 写了 Vector Measures 一

书，对向量测度、RNP 及 Banach 空间理论的许多方

面做了很好的阐述．近几十年来，向量测度理论发展

迅速，由于核空间及 Schauder 分解理论研究的需要，

引进了矢值序列空间，许多数学工作者对矢量值序列

空间性质进行了多方面的探讨，取得了大量的研究 
成果． 

E 表示 Banach 空间，对 { ( )}x x i= ，记 supp x =  
{ : ( ) 0}i Z x i+∈ ≠ ， ( )Eω 表示全体矢值序列 { ( )}x x i=
组成的空间，其中 ( )x i E∈ ，i Z +∈ ；设 ( )EΦ 表示全体

E 值有限序列(有限个非零分量)所组成的空间．对于

{ ( )} ( )x x i Eω= ∈ ，记 ( (1), (2) ( ),0, )Nx x x x N= ，ρ 表

示序列范数[1]，以下恒设 ss ⊃ Φ 是赋单调的序列范数

的结实的实数序列空间，其中 Φ 是全体有限序列组成

的线性空间， ( )ss E 表示全体使得 { }( ) E ssx ix = ∈ 的

E 值 序 列 { ( )}x x i= 所 组 成 的 线 性 空 间 ，即

{ }{ }( ) ( ) : ( ) Ess E x E ssx ixω= ∈ = ∈ ，在 范 数 x =  

ssx 意义下 ( )ss E 成为赋序列范数的矢值序列空

间. ( )ss E 的 Kothe 对偶为 
   { *( ) { ( )}: ( ) , ,ss E f f i f i E i Zα += = ∈ ∀ ∈  

       { } }*( ) Ef f i ssα= ∈  

并且在 ( )ss E α 中赋予范数
ss

f f α= ，则 ( )ss E α 也是

赋序列范数的矢值序列空间. 
对 Banach 空间 E ， ( )S E 与 ( )B E 分别表示 E 的

单 位 球 面 及 单 位 球 ， *E 为 E 的 共 轭 空 间 ，

{ }*( ) : 1, ( )x f E f xf x= ∈ = =∑ . 

定义  对一个 Banach 空间 E ， ( )x S E∈ 称为

( )B E 的弱暴露点，若存在 ( )f x∈∑ ，对任意的序列

{ } ( )nx B E⊂ ，且 , 1nx f → ，则 w
nx x⎯⎯→ 于 E ，此时称

f 为 x 的弱暴露泛函(或 f 弱暴露 x ). 
引理 1[1] 若 ss 有 AK 性质，则 *ss ssα= ，这里对
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{ ( )}y y i ssα= ∈ ，定义 

   { }
1

( ) ( ),   , ( )
i

x i y i x ssx y x i
∞

=

= = ∈∑  

引理 2[1] 若 ss 有 AK 性质，则 *( ) ( )ss E ss E α= ，

对于 { ( )} ( )f f i ss E α= ∈ ，定义 

   { }
1

,   ( ), ( ), ( ) ( )
i

x ss Ex f x i f i x i
∞

=

= = ∈∑  

引理 3[1] 设 *,  ss ss 有 AK 性质， { }( ) ,n nx x i x= =  

{ } ( )( ) ss Ex i ∈ ，则 w
nx x⎯⎯→ 于 ( )ss E ⇔ ( ) ( )w

nx i x i⎯⎯→

于 E ， i Z +∀ ∈ ， 
n

sup nx < ∞ . 

文中其他定义和记号参照文献[1]. 
关于赋序列范数的矢值序列空间 ( )ss E 的几何性

质，已经有一些研究成果，见文献[2–6]，本文将讨论

( )ss E 的弱暴露点的判别问题. 
结论 1 若 *,  ss ss 有 AK 性质， *ss 严格单调，

( )x ss E∈ ， 1x = ，且满足 
(1) { }( ) Ex ix = 是 ( )B ss 的弱暴露点； 

(2) suppi x∀ ∈ ，
( )

( ) E

x i
x i

是 ( )B E 的弱暴露点；则 x

是 ( )( )B ss E 的弱暴露点. 
证明：已知 ss 有 AK 性质，从而由引理 1 和引理

2 有 *ss ssα= ， *( ) ( )ss E ss E α= ，由 于 { }( ) Ex ix = 是

( )B ss 的弱暴露点，于是存在 y ssα∈ 是 x 的弱暴露泛

函，所以 1ssy α = ， ( ) 1y x = ，因为 

   
1 1

1 ( ) ( )( ) ( ) ( )E E
i i

y y ix i x i y ix
∞ ∞

= =

= = =∑ ∑≤  

    suppsupp
supp

( )( ) ( ) xE x
i x

x i y i y x
∈

=∑ ≤  

  * *supp supp suppx x xss ss ss
y yx ≤ ≤  

    * 1
ss

y y= =                       (1) 

从而得到 

   
1 1

( )( ) ( ) ( )E E
i i

y ix i x i y i
∞ ∞

= =

=∑ ∑  

而 i Z +∀ ∈ 有 
   ( )( ) ( ) ( )E Ey ix i x i y i≤  
结合以上两式有 
   ( )( ) ( ) ( )E Ey ix i x i y i=  
于是 ( ) 0,  ( ) E y i i Zx i +∀ ∈≥ . 

(1)当 suppi x∈ 时， 0( ) Ex i < ，当然有 ( ) 0y i ≥ ； 
(2)当 suppi x∉ 时 ，若 存 在 0 0, suppi Z i x+∈ ∉ 但

0( ) 0y i ≠ ，则 supp xy y≥ ，而且 supp xy y≠ ．因为 *ss 是

严格单调的，于是结合式(1)的推导有 
   supp xssss ss

yy y αα α= ＞  

而由式(1)的推导又有 supp xss ss
yy α α= ，这与上式是

矛盾的，于是，当 suppi x∉ 时 ( ) 0y i = . 

由条件(2)知， suppi x∀ ∈ ，
( )

( ) E

x i
x i

是 ( )B E 的弱暴

露点，从而存在
( )

( )
( ) E

x i
z i

x i
⎛ ⎞

∈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 是
( )

( ) E

x i
x i

的弱暴露

泛函，不妨设 suppi x∉ 时 ( ) 0z i = .令 
   { } { }( ) ( ) ( )f f i y i z i= =  
则 i Z +∀ ∈ ，有 *( )f i E∈ ，而且 i Z +∀ ∈ 有 
   * * * ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )E E E y if i y i z i y i z i= = =  
于是 
   { } { }*( ) ( )E y ssf if y i α= = = ∈  

  这就说明了 ( )f ss E α∈ ， 1ssf y α= = .与此同时

注意到 

   
1

( ) , ( ), ( )
i

f x x f x i f i
∞

=

= = =∑  

      1

supp

( ) ( ), ( )

( ) ( ), ( )
i

i x

y i x i z i

y i x i z i

∞

=

∈

=

=

∑

∑
 

      
supp

( ) 1( ) ,E
i x

y i x i yx
∈

= =∑  

即 ( )f x∈∑ . 
对任意的{ } ( ), 1n nx ss E x⊂ ≤ 且 , 1nx f → ，因为 

1
1 , ( ), ( )n n

i
x f x i f i

∞

=

← =∑ ＝
1

( ), ( ) ( )n
i

x i y i z i
∞

=

=∑  

     
1

( ) ( ), ( )n
i

y i x i z i
∞

=
∑ ，所以 

   
1

( ) ( ), ( ) 1n
i

y i x i z i
∞

=

→∑ . 

为方便设 { } { }( ) ( ), ( )n nh h i x i z i= = 则 

   ( ) ( ), ( )n nh i x i z i= ≤  

   *( ) ( )( )n nEE E
x i x iz i ≤  

由于 ss 是赋绝对单调的序列范数的结实的实数序列

空间，所以 nh ss∈ ，而且 

1n nss ss
h x≤ ≤ ；

1

, ( ) ( ), ( ) 1n n
i

h y y i x i z i
∞

=

= →∑  

因为 y 是 x 的弱暴露泛函，所以 
       w

nh ssx⎯⎯→ 于                      (2) 
由于 

   
1

1 , ( ), ( )n n
i

x f x i f i
∞

=

← = =∑  

   
1 1

( ), ( ) ( ) ( ) ( ), ( )n n
i i

x i y i z i y i x i z i
∞ ∞

= =

= =∑ ∑  
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1

( ) ( ) ,n nE
i

y i x i x y
∞

=

=∑ 1n ssx y α≤ ≤  

于是 , 1nx y → ，因为 y 是 x 的弱暴露泛函有 

       w
nx ssx⎯⎯→ 于                     (3) 

由式(2)得 ( )      ( )n Eh i i Zx i +→ ∀ ∈ ，即 
   ( ), ( )    ( )n Ex i z i i Zx i +→ ∀ ∈  
由 式 (3) 得 ( ) ( )n EE

x i x i→ . 当 suppi x∈ 时 ，因 为

( ), ( ) ( ) 0n n E
x i z i x i− → ，所以 

   
( )

, ( ) 1
( )

n

n E

x i
z i

x i
→  

因为 ( )z i 是 suppi x∈ 时
( )

( ) E

x i
x i

的弱暴露泛函，所以 

   
( ) ( )

( ) ( )
wn

n EE

x i x i
x i x i

⎯⎯→  

进 而 得 到 ( ) ( )w
nx i x i⎯⎯→ ， supp ,   i x n∈ → ∞ . 当

suppi x∉ 时， ( ) 0x i = ，此时显然有 ( ) ( )w
nx i x i⎯⎯→ ，这

样就证明了 
   ( ) ( )    w

nx i x i i Z +⎯⎯→ ∀ ∈  
又由于 1nx ≤ ，结合上式有 
   w

nx x⎯⎯→  于 ( )ss E  
从而证明了 x 是 ( )( )B ss E 的弱暴露点. 

若附加条件 ss 严格单调，则有如下结论. 
结论 2 *,  ss ss 有 AK 性质， *ss 与 ss 严格单调，

( )x ss E∈ ， 1x = ，若 x 是 ( )( )B ss E 的弱暴露点，则 

  (1) { }( ) Ex ix = 是 ( )B ss 的弱暴露点； 

  (2) suppi x∀ ∈ ，
( )

( ) E

x i
x i

是 ( )B E 的弱暴露点. 

证明 已知 x 是 ( )( )B ss E 的弱暴露点，所以存在

( )f x∈∑ 是 x 的弱暴露泛函，从而 

   
1

1 ( ) , ( ), ( )
i

f x x f x i f i
∞

=

= = =∑ ≤  

    *

1 1

,( ) ( ) ( ) ( )E E
i i

x i f i x i f i
∞ ∞

= =

= =∑ ∑  

    *supp supp, f f ssss
ff xx =≤  

    supp 1f ss
x ≤                       (4) 

由式(4)结合 ss 的单调性得 supp suppx f=  

   *

1 1
( ), ( ) ( ) ( )E E

i i
x i f i x i f i

∞ ∞

= =

=∑ ∑   

而  *( ), ( ) ( ) ( )E Ex i f i x i f i≤ ，所以得到了 

   *    ( ), ( ) ( ) ( )E E i Zx i f i x i f i += ∀ ∈  

进而 suppi x∀ ∈ 有
*

( ) ( ), 1
( ) ( )E E

x i f i
x i f i

= ，即 

   suppi x∈ 时
*

( )( )
( )( ) EE

x if i
x if i

⎛ ⎞
∈ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

对于 ( ) , ( ) 1n n E
z i E z i∈ ≤ ，且满足 

   
*

( )( ),
( )n

E

f iz i
f i

 1→ . 

令 { (1), (2), ( 1), ( ),( ) nn Ex x x i z iy x i−= }( 1),x i +  

显然 ny x≤ ，于是 ( )ny ss E∈ ，而且有 

   1n n ss ss
y y x x= = =≤ 及 

   
1

, ( ), ( )n n
j

y f y j f j
∞

=

= =∑  

       ( ), ( ) ( ), ( )n n
j i

y j f j y i f i
≠

+ =∑  

       ( ), ( )( ), ( ) ( ) nE
j i

z i f ix j f j x i
≠

+ =∑  

       *( ), ( ) ( ) ( )E E
j i

x j f j x i f i
≠

+ =∑  

    
1

1( ), ( ) ,
j

x j f j x f
∞

=

= =∑  

而 f 是 x 的弱暴露泛函，所以 w
ny x⎯⎯→  于 ( )ss E ，当

然有 ( ) ( )w
ny j x j⎯⎯→ 于 E ， j Z +∀ ∈ 和 ( ) ( )w

ny i x i⎯⎯→ 于

E ，于是 

   
( )( )

( )
w

n
E

x iz i
x i

⎯⎯→  于 E  

这就证明了 suppi x∀ ∈ ，
( )

( ) E

x i
x i

是 ( )B E 的弱暴露点. 

由 式 ( 4 )的 推 导 知 , 1fx = ，设 { }ny ss⊂ 且

1, , 1n nss
y y f →≤ . 取 ( )p S E∈ ，设 { }( )n nx x i= ， 

其中 

   

( )( )           supp
( )( )

( )                    supp  

n
n E

n

x iy i i x
x ix i

y i p i x

⎧ ∈⎪= ⎨
⎪ ∉⎩

 

显 然 ( )nx i E∈ 且 ( ) ( )n nE
x i y i= ，从 而 ,nx ss∈  

nx ( )ss E∈ ，同时 1n n n ssss
x x y= = ≤ ，所以结合前

面的分析有 

   
1

( ) , ( ), ( )n n n
i

f x x f x i f i
∞

=

= = =∑  

      
supp

( ), ( )n
i x

x i f i
∈

=∑  

      
supp

( ) , ( )( )
( )n

i x E

x i f iy i
x i∈

=∑  

      *

supp
( ) ( )n E

i x
y i f i

∈
∑ , 1ny f= →  

而 ( )f x∈∑ 是 x 的弱暴露泛函，于是有 w
nx x⎯⎯→ 于

( )ss E ，进而有 
   ( ) ( )w

nx i x i⎯⎯→ 于 E  i Z +∀ ∈  
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suppi x∈ 时，由 ( )nx i 的构造知 

   
( )( )

( )n
E

x iy i
x i

( )w x i⎯⎯→ 于E，所以 ( ) .( )n Ey i x i→  

  suppi x∉ 时 ， ( ) w
ny i p θ⎯⎯→ 于 E ，所 以 

( ) 0ny i → = ( ) Ex i . 

  综合以上分析有 ( ) ( )n Ey i x i→  i Z +∀ ∈ ，结合 

1n ss
y ≤ 知 w

ny x⎯⎯→ ，所以 x 是 ( )B ss 的弱暴露点. 
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图 6 实测结果 

Fig.6 Actual test results  

通过多次实际测量，在 10~150,℃范围内，控温精

度小于 0.3,℃、与理想 PID 响应曲线接近、有适当的

超调、响应快，并且静差消除时间短． 

4 结 语 

本文利用模糊控制原理实现 PID 控制参数自整

定，设计了流化床温控系统，实验效果理想，控制精度

满足需要．采用虚拟仪器技术开发了上位机系统，上

位机操作界面方便进行人机互动，弥补了常规仪器仪

表不能保存数据、不容易扩展功能和更新部件等缺

陷，整套系统具有较强的通用性和适应性． 
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