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投入报酬递减规律模拟的回归函数模型与参数估计方法 
 

王玉杰，张大克 
(天津科技大学理学院，天津 300457) 

 

摘  要：投入报酬递减规律是产品生产中投入与产出的核心规律．若要获得最优生产决策，对该规律的模拟是至关重

要的．根据长期从事该方向研究的积累，给出了一些可用于对投入报酬递减规律进行模拟的回归函数模型，并提供了

相应的参数估计方法，以解决对投入报酬递减规律进行模拟时回归函数模型确定的困难．应用实例分析表明，所给回

归函数模型适合对投入报酬递减规律的模拟． 
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Regression Function Models and Parameter Estimation Methods for the 
Use of Simulating Investment Diminishing Returns Law 

WANG Yu-jie，ZHANG Da-ke 
(College of Science，Tianjin University of Science & Technology，Tianjin 300457，China) 

Abstract：The investment diminishing returns law is the core law of investment and return in the product production. If 

obtains the most superior production decision-making，simulation of the investment diminishing returns law is very 

important. According to the accumulation to be engaged in this direction research for a long time，we gave some regression 

function models for the use of simulating investment diminishing returns law，provided the corresponding parameter 

estimation methods，and solved the difficulty to determine the regression function models for the use of simulating 

investment diminishing returns law. Application example showed the regression function models suit to simulating 

investment diminishing returns law. 

Keywords：investment diminishing returns law；simulation；regression analysis；regression function model；parameter 
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投入报酬递减规律是产品生产中投入与产出的

核心规律，是事物的本质[1]．而在产品生产中要实现

以最低的投入获得最大的产出，就必须对其投入报酬

递减规律进行模拟，建立以投入量为自变量、以产出

量为因变量的回归方程，然后以所建回归方程为目标

函数，在必要的资源约束条件下通过最优化的方法获

得最优的生产决策．而在获得最优生产决策的过程

中，投入报酬递减规律的模拟是关键，它的优劣直接

关系到生产决策的可靠性．但由于在不同的产品生

产中，其投入报酬递减规律各不相同，千变万化，而在

运用回归分析的方法对投入报酬递减规律进行模拟

时回归函数模型又需要研究者自己给出和确定[2-3]，

这就给投入报酬递减规律的模拟带来了困难．本文

旨在解决此问题． 

1 回归函数模型与参数估计 

虽然在不同的产品生产中，其投入报酬递减规律

各不相同，千变万化，但它们都具有以下共同性质． 
设 x 为投入量，y 为产出量，则对投入报酬递减
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规律进行模拟的回归函数模型的一般形式为 
   ( ) ( )E y x f x=                       (1) 

性质 回归函数模型(1)中的函数 ( )f x 满足 
(1) ( )f x 在 [0, )+∞ 的某个子区间 [ , ]a b 上有定义，

且连续，并对任意 [ , ]x a b∈ ，有 ( ) 0f x ≥ ． 
(2) ( )f x 在区间 [ , ]a b 上存在唯一的极大值点 0x ，

且 当 0[ , )x a x∈ 时 ， ( ) 0f x′ ≥ ，当 0( , ]x x b∈ 时 ，

( ) 0f x′ ≤ ． 
采用不完全相同的投入量 1 2, , , nx x x 进行 n 次独

立 观 测 试 验 ，相 应 的 观 测 值 记 为 ( , )i ix y (i =  
1, 2, , )n ．依据上述性质和观测数据的散点图可选取

下列函数之一作为对投入报酬递减规律进行模拟的

回归函数模型[4-7]． 
模型 1： 

   2( )E y x ax bx c= + +   
其中：a 、b 、c 为未知参数， 0a＜ ，且 0x≥ ．a 、b 、c
的估计值应为优化模型 

   2

1
min ( )

n

i i i
i

y az bx c
=

− − −∑  

的最优解，其中： 2
i iz x= ， 1, 2, ,i n= ． 

模型 2： 

   
2( )( ) b x cE y x ae− −=  

其中：a 、b 、c 为未知参数， 0a＞ ， 0b＞ ， 0c＞ ，且

0x≥ ．a 、b 、c 的估计值应为优化模型 

   2

1
min ( )

n

i i i
i

z b dx lη
=

+ − +∑  

的 最 优 解 ，其 中 ： lni iz y= ， 2
i ixη = ， 2d bc= ，

2 lnl bc a= − ， 1, 2, ,i n= ． 
模型 3： 

   2( )
(1 ( ) )d

aE y x
b x c

=
+ −

 

其中：a 、b 、c 、d 为未知参数， 0a＞ ， 0b＞ ， 0c＞ ，

0d＞ ，且 0x≥ ．a 、b 、c 、d 的估计值应为优化模型 

   2

1

min [ ln( ) ]
n

i i i
i

z d b tx l sη
=

+ − + −∑  

的 最 优 解 ，其 中 ： lni iz y= ， 2
i ixη = ， 2t bc= ，

2 1l bc= + ， lns a= ， 1, 2, ,i n= ． 
模型 4： 

   ( )
( )

x

x d

aeE y x
b ce

−

−=
+

 

其中：a 、b 、c 、d 为未知参数， 0a＞ ， 0b＞ ， 0c＞ ，

1d ≥ ，且 0x≥ ．a 、b 、c 、d 的估计值应为优化模型 

   2

1
min [ ln( ) ]

n

i i i
i

z x d b c lη
=

+ + + −∑  

的 最 优 解 ，其 中 ： lni iz y= ， ix
i eη −= ， lnl a= ，

1, 2, ,i n= ． 
模型 5[8]： 

   ( ) dxE y x a bx ce= + +  
其中：a 、b 、c 、d 为未知参数， 0b＜ ， 0c＜ ， 0d＜ 或

0b＞ ， 0c＜ ， 0d＞ ，且 0x≥ ．a 、b 、c 、d 的估计值应

为优化模型 

   2

1
min [ ]i

n
dx

i i
i

y a bx ce
=

− − −∑  

的最优解． 
模型 6： 

   ( ) b cxE y x ax e−=  
其中：a 、b 、c 为未知参数， 0a＞ ， 0b＞ ， 0c＞ ，且

0x≥ ．a 、b 、c 的估计值应为优化模型 

   2

1
min ( )

n

i i i
i

z d b cxη
=

− − +∑  

的 最 优 解 ，其 中 ： lni iz y= ， lni ixη = ， lnd a= ，

1, 2, ,i n= ． 
模型 7： 

   ( )
(1 )

b

d

axE y x
cx

=
+

 

其中：a 、b 、c 、d 为未知参数， 0a＞ ， 0b＞ ， 0c＞ ，

0d＞ ，且 0x＞ ．a 、b 、c 、d 的估计值应为优化模型 

   2

1
min [ ln(1 )]

n

i i i
i

z l b d cxη
=

− − + +∑  

的 最 优 解 ，其 中 ： lni iz y= ， lni ixη = ， lnl a= ，

1, 2, ,i n= ． 
模型 8： 

   
21 (log )( ) b x cE y x ax e− − −=  

其中：a 、b 、c 为未知参数， 0a＞ ， 0b＞ ， 0c＞ ，且

0x＞ ．a 、b 、c 的估计值应为优化模型 

   2

1
min ( )

n

i i i
i

z l b dξ η
=

+ + +∑  

的最优解，其中： lni iz y= ， 2(log )i ixξ = ， iη =  log ix ，
2 lnl bc a= − ， 1 2d bc= − ， 1, 2, ,i n= ． 

模型 9： 

   
1( )( ) ( )

bb c x dE y x a x d e
+− −= −   

其中：a 、b 、c 、d 为未知参数， 0a＞ ， 0b＞ ， 0c＞ ，

0d ≥ ，且 x d＞ ．a 、b 、c 、d 的估计值应为优化模型 

   1 2

1
min [ ln( ) ( ) ]

n
b

i i i
i

z l b x d c x d +

=
− − − + −∑  

的最优解，其中： lni iz y= ， lnl a= ， 1, 2, ,i n= ． 
模型 10： 

   ( ) (1 )b cE y x ax x= −  
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其中：a 、b 、c 为未知参数， 0a＞ ， 0b＞ ， 0c＞ ，且

0 1x＜ ＜ ．a 、b 、c 、d 的估计值应为优化模型 

   2

1

min ( )
n

i i i
i

z d b cξ η
=

− − −∑  

的最优解，其中： lni iz y= ， lni ixξ = ， lniη = (1 )ix− ，

lnd a= ， 1, 2, ,i n= ． 
模型 11: 

   ( ) b x cE y x ae− −=  
其中：a 、b 、c 为未知参数， 0a＞ ， 0b＞ ， 0c＞ ，且

0x≥ ．a 、b 、c 的估计值应为优化模型 

   2 2

1

min ( ( ) )
n

i i
i

z d b x c
=

− + −∑  

的最优解，其中： lni iz y= ， lnd a= ， 1, 2, ,i n= ． 
不同模型的典型曲线如图 1 所示. 

 

 
图 1 不同模型的典型曲线图 

Fig.1 Typical curves of different models 
 

2 应用实例 

  应用本文中的回归函数模型及参数估计方法对

大白菜的氮肥效应规律进行模拟．观测数据来源于

英国农业发展咨询服务中心(ADAS)在英格兰进行

的田间试验．试验的土壤条件见表 1，氮肥用量和大

白菜的市场产量见表 2． 

表 1 试验的土壤条件 
Tab.1 Soil condition of test 

土壤有效氮/(kg·hm-2) 有机质 
含量/% 0～30 cm 30～60 cm 60～90 cm 

田间持

水量/%

2.43 32 42 34 37.5 

 

表 2 氮肥用量和市场产量 
Tab.2   Nitrogenous fertilizer amount used and market output 
氮肥用量/
(kg·hm-2)

0 60 120 180 240 300 360 

市场产量/
(t·hm-2) 

100.5 110.1 116.1 126.2 128.9 136.1 128.6

 
表 2 中观测数据的散点图见图 2．根据散点图的

变化趋势，选用模型 5，利用 Matlab 软件对大白菜的

氮肥效应规律进行模拟，得经验回归方程 

   ŷ = 101.880 600 0.120 338x+ −  
    6 0.0401828.691555 10 xe−×             (2) 
式中：x 为氮肥用量(kg/hm2)；ŷ 是 ( )E y x 的估计值；

y 为大白菜的市场产量(t/hm2)．对于试验中 7 个不

同氮肥用量，经验回归方程(2)的预报值 ˆiy 与观测值 
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iy ( 1,2, ,7i = )的平均相对偏差 

   
7

1

ˆ1
7

i i

i i

y y
y=

−
=∑ 0.008,927              (3) 

经验回归方程(2)的曲线图见图 2． 
由式(3)和图 2 可见，经验回归方程(2)的拟合效

果很好，能反映不同氮肥用量对大白菜市场产量影响

的变化规律． 

 

图 2 方程(2)的曲线图与观测数据的散点图 
Fig.2 Curves figure of equation(2)and scatter figure  

of observation data 
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表 4 版本发布计划 
Tab.4 Plans to public version 

版本 实现时间 实现内容 

版本 1 第 1—4 周 
用户登录、修改密码、公告发布与查询、在

线答疑、在线考试…… 

版本 2 第 5—7 周 
答疑与考试时间管理、答疑论坛分级管

理、考试成绩管理…… 

版本 3 每 8—10 周 
用户信息管理、课件上传下载、在线作业

管理、成绩复查、数据库备份与恢复…… 

客户代表确定系统的核心内容，即各初始用户故

事，根据程序员对这些故事的估算，确定第一个发布

计划的时间是 4 周．其他版本的发布时间亦根据此

方法安排．  
在对系统不断地测试和用户的及时反馈中，实现

了所有用户故事．其他子模块亦按照同样的方法逐

步实现．整个在线系统经过 10 周的迭代开发，到最

后第 3 个版本发布时，已稳定地在校园网上运行多

时，最终客户和开发人员都比较满意． 

4 结 论 

通过以上分析和在线教学系统项目的开发实践 

可以看出，敏捷软件模式适于中小型软件开发，敏捷

软件开发方法同 CMMI 等重量级方法相比，除追求

高效率、高质量以外，更加强调人的管理、团队协作，

以及降低成本，适应变化和高度的灵活性． 
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