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摘  要：χ2
分布是多元分析中重要的分布之一，在参数估计、假设检验、回归分析和判别分析等领域中有广泛的应用.

旨在证明非中心χ2
分布的几个重要性质和结论，重点讨论经线性变换后的 n 维正态随机向量的二次型所构成的分布，

给出其非中心参数的具体计算公式.简化变换后非中心χ2
分布的计算，并说明了这些结论在多元分析中的作用. 
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Research about the Properties of Noncentral χ2 Distribution 
ZHANG Shao-pu 

(College of Science，Tianjin University of Science & Technology，Tianjin 300457，China) 

Abstract：χ2 distribution is one of the important distribution in multivariate statistical analysis，which is supplied widely in 

the parameters estimation，hypothesis test，regression analysis，discriminant function analysis field. This paper reveals 

some important nature and conclusion about noncentral χ2 distribution and proves those，discusses the distribution that is 

constituted by quadratic forms of n-dimensional normal vector which is changed by linear transformation. It is given the 

specific count formula of noncentral parameter，and simplified the count of noncentral χ2distribution after trans-formation.

And it is explained that those conclusion is supplied in multivariate statistical analysis. 
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随着科技的发展，多元分析得到了越来越广泛的

应用. 由于χ2 分布的应用遍及多元分析中的参数估

计、假设检验、回归分析和判别分析等多个领域，很多

计算都必须利用χ2 分布来解决，因此χ2 分布是多元分

析中重要工具之一.对于χ2 分布的理论与应用的讨论

与研究，在当前的多元分析理论研究中非常重要，并

得到广泛的重视[1-3]. 随机变量经过线性变换后其二

次型所服从的χ2 分布与非中心χ2 分布的计算非常繁

杂，难度较大. 为了简化繁杂的计算，进一步确定其

分布的类型，更有利于实际应用，本文讨论了非中心

χ2 分布的有关新的性质，并给出了简化计算的方法，

进一步完善了多元统计分析的理论与应用的研究. 

1 随机向量及协方差矩阵的性质 

    一般把 n个随机变量 1 2, , , nX X X 的整体称为 n

维随机向量，记为 ( )T
1 2, , , nX X X=X ， 记 ( )E =X  

( )T
1 2, , , nEX EX EX 为均值向量，均值向量也可简写

为 ( )T
1 2, , , nμ μ μ=μ ，其 中 ( ) ,E Xμ = ,i iEXμ =  

1, 2, ,i n= . 
  记 X 的协方差矩阵为 

   ( ) ( )( )TD E= =V X X EX X EX- - =  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

Cov , Cov , Cov ,
Cov , Cov , Cov ,

Cov , Cov , Cov ,

n

n

n n n n

X X X X X X
X X X X X X

X X X X X X

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  记 ( )Cov ,ij i jX Xσ = ， 则 上 式 可 简 写 为 =V  

( )ij n n
σ

×
. 

  设 A为常数矩阵，b为常数向量，则协方差矩阵

有以下性质[4-5]： 
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(1) ( ) 0D X ≥ ，即 X 的协方差矩阵是非负定矩阵； 
(2) ( ) ( )D D+ =X b X ； 
(3) ( ) ( ) TD D=AX A X A . 

2 关于非中心 2χ 分布的定义及性质 

  定义 [ ]6   设随机变量 iX ～ ( ) ( )1 ,1 1, ,iN i nμ = ，

且相互独立，当 0iμ ≠ 时，记 

   
1

,

n

X

X

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

X          
1

n

μ

μ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

μ  

则 X ～ ( ),n nN Iμ ，称随机变量 TX X 为自由度为 n，

非中心参数 T 2

1

n

i
i

δ μ
=

= =∑μ μ 的非中心 2χ 分布，记

TX X ～ ( )2 ,nχ δ . 

  性质 [ ]6   当 X ～ ( )2,n nN σ Iμ ， 0,μ ≠ 且 2 1σ ≠

时 ，令 ( )T
1 2, , nY Y Y=Y ，其 中

1
i iY X

σ
= ，显 然

iY ～ ,1iN
μ
σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )1, ,i n= ，则 T T
2

1
σ

=Y Y X X ～ 

( )2 ,nχ δ ，其中非中心参数 T
2

1δ
σ

= μ μ . 

3 关于非中心 2χ 分布的研究及结论 

在生产领域、科研领域、经济学领域和日常生活

中经常需要根据观测到的数据资料，以 2χ 分布为工

具，对所研究的对象进行估计、检验、判别分析或定

性.另外一些很复杂的问题需用非中心 2χ 分布解决，

可以参考有关文献[7-8]. 
在实际应用中，根据需要有时需对 n维正态随机

向量进行线性变换.,对于线性变换后的 n 维正态随机

向量二次型的分布，往往需要确定其分布的类型与特

性，计算其具体参数，研究其实际的应用.,这些都是很

重要的问题，下面针对这些问题给予讨论和分析，并

通过证明给出非中心 2χ 分布的有关新的性质和结

论，最后给出解决上述问题和简化计算的新方法. 
  结论 1  设 n维正态随机向量 X ～ ( ),nN Vμ ，其

中 0V＞ ，b 为常数向量，则随机变量(可视为随机向

量的二次型)  ( ) ( )T 1−+ +X b V X b ～ ( )2 ,nχ δ ，其中

非中心参数  ( ) ( )T 1δ −= + +b V bμ μ . 
  证明：因 n维正态随机向量 ( )~ ,nN+ +X b b Vμ ， 
又因 0V＞ ，由正定矩阵的分解可得 T=V CC (C 为可

逆方阵)，令 ( )1Y C X b−= + ，即 X b CY+ = ， 由 
   ( ) ( )1 1EY C E X b C bμ− −= + = +  

   ( ) ( )( )T1 1 1DY D C X b C D X b C− − −⎡ ⎤= + = +⎣ ⎦ ＝ 

        ( ) ( )T T1 1 1 T 1C V C C CC C I− − − −= =  

得   Y ～ ( )( )1 ,n nN C b Iμ− +  

  又因 

   ( ) ( )1 1T 1 T T T T 1C V C C CC C C C C C I
− −− −= = =  

则有  

   ( ) ( ) ( ) ( )T T1 1X b V X b CY V CY− −+ + = =  
   T T 1Y C V CY− = TY Y ～ ( )2 ,nχ δ  
根据定义得  

   

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

T1 1

TT 1 1

T 1

C b C b

b C C b

b V b

δ μ μ

μ μ

μ μ

− −

− −

−

⎡ ⎤= + + =⎣ ⎦

+ + =

+ +

 

特别在结论 1 中，取 b μ= − ，X b X μ+ = − ，得 

   δ ( ) ( )T 1b V bμ μ−= + + 0=  

可得  ( ) ( )T 1X V Xμ μ−− − ～ ( )2 nχ  
  结论 2  设 n 维正态随机向量 X ～ ( ),nN Vμ ，其

中 0V＞ ，A为 n 阶可逆方阵，b为常数向量，则随机

变量(可视为经线性变换后的随机向量的二次型) 

( ) ( ) ( )1T T −
+ +AX b AVA AX b ～ ( )2 ,nχ δ ，其中非中心 

参数 ( ) ( ) ( )1T Tbδ
−

= + +Aμ AVA Aμ b . 

  证 明 ： 因 X ～ ( ),nN Vμ ，所 以 ( )E =AX + b  
E + =A X b Aμ+ b ， ( ) ( ) TD D= = =AX + b AX ADXA  

TAVA ，故随机向量 AX + b～ ( )T,nN Aμ+ b AVA ，又

因 0V＞ ，由正定矩阵的分解可得 T=V CC (C 为可逆

方阵)，故 

   ( )TT T TAVA ACC A AC AC= =  
由 A与C 可逆，知 AC 可逆，令 

   ( ) ( )1Y AC AX b−= + ，即 ( )AX b AC Y+ =  
由 

( ) ( ) ( ) ( )1 1EY E AC AX b AC A bμ− −= + = +  

   
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1

T1 1

DY D AC AX b

AC D AX b AC

−

− −

⎡ ⎤= + =⎣ ⎦

+ =
 

        ( ) ( )( )T1 1T( )AC AC AC AC I− − =  

证得 

  ( ) ( )1 ~Y AC AX b−= + ( ) ( )( )1 ,n nN AC A b Iμ− +  
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则有 

  ( ) ( ) ( )1T TAX b AVA AX b
−

+ + =  

( ) ( )( ) ( )
1T TAX b AC AC AX b

−
+ + =  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

TT 1 1

T1 1

AX b AC AC AX b

AC AX b AC AX b

− −

− −

⎡ ⎤+ + =⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + =⎣ ⎦

 

TY Y ～ ( )2 ,nχ δ  

根据定义得 

   ( ) ( ) ( ) ( )
T1 1AC A b AC A bδ μ μ− −⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ = 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1T T 1

1T T

A b AC AC A b

A b AC AC A b

μ μ

μ μ

− −

−

+ + =

⎡ ⎤+ + =⎣ ⎦

  

( ) ( ) ( )1T TA b AVA A bμ μ
−

+ +   

通过比较可看出，结论 1 是结论 2 中取 A为单位矩阵

时的特例. 

4 n维正态随机向量线性变换后二次型的分
布及应用 

在多元分析中，有时需对正态随机向量 X 进行随

机向量线性变换Y AX b= + ，其中 A为可逆方阵，b为

常数向量. 则随机向量Y 是 X 的随机向量线性函数.
对于线性变换后 n维正态随机向量二次型的分布，其

分布类型的确定和参数的计算，这些都是很复杂而难

以解决的问题，而前面所给出的结论 1 和结论 2 正是

解决这些问题的有力工具. 
下面根据实际问题讨论关于随机向量经过线性

变换后，其二次型的分布与计算. 

问题  已知三维正态随机向量 
1

2

3

X
X
X

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

X ～

( ),N Vμ ，其中
1

1
2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

μ ，
1 1 1
1 2 1
1 1 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

V ，设随机向

量函数
1 1 3

2 2 3

3 1 3

4 1
2 4

3 3

Y X X
Y X X
Y X X

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Y  

  (1)求Y 的服从非中心 2χ 分布的二次型； 
  (2)求Y 的二次型所服从的非中心 2χ 分布的非

中心参数δ . 

  解：(1)因为
1

2

3

4 0 1 1
0 2 1 4
1 0 3 3

X
Y X

X

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 设 

   
4 0 1 1
0 2 1 , 4
1 0 3 3

A b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

则有线性变换Y AX b= + .根据前面所证明的结论 2

知有二次型 ( ) ( ) ( )1T TAX b AVA AX b
−

+ + 服从非中心

( )2 3,χ δ 分布. 
由于 

   T

4 0 1 1 1 1 4 0 1
0 2 1 1 2 1 0 2 0
1 0 3 1 1 4 1 1 3

AVA
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

 

28 18 29
18 16 21
29 21 43

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

通过计算，得

( )
1

1T

247 5 43
1 452 44 72628 18 29

5 1 118 16 21
44 4 22

29 21 43 43 1 31
726 22 363

AVA

−

−

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

所以有Y 的二次型 

T
1 3 1 3

2 3 2 3

1 3 1 3

247 5 43
1 452 44 7264 1 4 1

5 1 12 4 2 4
44 4 22

3 3 3 343 1 31
726 22 363

X X X X
X X X X
X X X X

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

～

( )2 3,χ δ  

  (2)因为
4 0 1 1 1 1
0 2 1 1 4 0
1 0 3 2 3 8

A bμ
− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ = + − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

根据前面所证明的结论 2 知，上式Y 的二次型服从非

中心 ( )2 3,χ δ 分布的非中心参数计算公式为 

( ) ( ) ( )1T TA b AVA A bδ μ μ
−

= + + ＝
8476

1 452
 

5  结  语 

通过此问题的计算和讨论可知，利用结论 1 和结

论 2 可以解决对于线性变换后的 n 维正态随机向量

二次型的分布，及其分布的类型的确定这一难题. 并
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且可以大幅度简化有关参数的复杂计算. 在实际应 
用中起到很重要的作用. 
  多元分析应用非常广泛[9-10]，其中有许多问题涉

及到非中心 2χ 分布的计算.,本文讨论了线性变换后 n
维正态随机向量二次型的分布，及其分布的类型的确

定和参数的计算.经过对其性质的有关研究和证明，

给出了如何确定线性变换后 n维正态随机向量二次

型的分布类型和简化计算相对应非中心 2χ 分布的非

中心参数的有关方法.,其结果更有利于实际应用. 
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从表 3 看出，杨木 APMP 制浆废液中的有机污

染 物 共 检 出 21 种 物 质 ．其 中 脂 肪 酸 类 物 质 占

57.13%，绝大部分为饱和脂肪酸，为 52.15%，但是均

是一些小分子脂肪酸．同时，实验还检测到一种树脂

酸——脱氢枞酸，但是其含量很少．说明杨木 APMP
制浆废液中主要是脂肪酸类物质含有很少量的树脂

酸．这些物质，大多不会直接影响废液色度，对于

CODCr 指标贡献亦不大，但其生物毒性对于生化处理

效果的影响应当予以充分的关注．同时还检测到文献

中报道的邻苯二甲酸酯类，主要为邻苯二甲酸二丁

酯，其也是废液毒性的来源之一．此外，还检测到取代

的苯基酸类含量为 6.904%，酚类物质为 3.754%，但是

这些物质含量均较少． 

3  结  论 

(1)杨木 APMP 制浆废液中的发色污染物质主

要是相对分子质量大于30,000 的大分子物质，采用超

滤可以有效地去除废液的大部分色度，而对 COD 去

除不显著．废液中高相对分子质量组分的理化特性以

及生化降解性有待进一步研究． 
(2)杨木 APMP 制浆废液中的有机污染物质主

要是一些小分子的饱和脂肪酸，约占检测物质的

52.15%，而树脂酸含量很少．这些物质虽然对废水 

COD 和色度的影响不是很大，但是其生物毒性对于

生化处理效果的影响应当予以充分的关注．  
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