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图的星色数的两个结果 

 
安明强 

(天津科技大学理学院，天津 300457) 

 

摘  要：图 G 的星染色是图 G 的正常点染色，使得图 G 中没有长为 3 的路 2-染色. 通过应用概率方法中的非对称局

部引理，证明了任一最大度为 Δ 的图的星色数 3( ) 48 .
s
Gχ Δ≤  通过应用第一矩量原理和 Markov 不等式，证明了对任

一有 n 个顶点的最大度为 Δ 的图 G，其星色数 ( )
s
G nχ Δ≤ ． 
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Two Results of the Star Chromatic Number of Graphs 

AN Ming-qiang 
(College of Science，Tianjin University of Science & Technology，Tianjin 300457，China) 

Abstract：A star coloring of a graph G is a proper coloring of G such that no path of length 3 in G is bicolored. It was 

proved that every graph with maximum degree Δ has a star coloring with at most 3
48Δ  colors by using the Asymmetric 

Local Lemma of probabilistic method. And It was also proved that every graph with n vertices and with maximum degree Δ

has a star coloring with at most nΔ colors by using the First Moment Principle and Markov’s Inequality.  

Keywords：vertex coloring；proper coloring；star coloring；star chromatic number；probabilistic method 

 

1973 年，Grünbaum
[1]首先提出了星染色的概念，

图G 的星染色是G 的一个正常顶点染色满足图中无

长为 3 的路是 2− 染色的．使得G 有星染色的最小颜

色数称为G 的星色数，记作 ( )
s
Gχ ．2004 年，Fertin 等

在文献[2]中得出树、圈、完全二部图、外平面图等特

殊图的确切的星色数. 2006 年，刘信生等[3]提出了星

边染色的概念，若图的一个正常边染色满足图中没有

长为 4 的路是 2− 边染色的，则称此染色是图的一个

星边染色，使得该图有星边染色的最小颜色数称为星

边色数，记作 ( )
s
Gχ′ ．文献[4–5]利用概率方法研究了

邻点可区别的边染色和邻点可区别的无圈边染色，分

别得到了其色数的上界 ( ) 300,
avd

Gχ′ ≤ ( ) 32 .
aa

Gχ′ Δ≤

这些方法对于本文的研究给予了一定的启发，为本文

的工作奠定了基础． 

引理 1 [6]  (非对称的局部引理)考虑事件的集

合 { }1 2
, , ,

n
A A Aε = � ，对每一个

i
A ，都存在

i
D (

i
D 可以

空)，使得每一个
i

A 与 ( )
i i

D Aε − ∪ 互相独立(对某个

i
D ε⊆ )，如果对每个1 i n≤ ≤ ， 

(1) 
1

( )
4

i
Pr A ≤  

(2)
1

( )
4

j i

i

A D

Pr A

∈
∑ ≤  

则 ε 中所有事件都不发生的概率是正的. 

引理 2 [6]  (第一矩量原理)如果 ( )E X t≤ ，则

( ) 0.Pr X t≤ ＞  

引理 2 多用于 X 是正整数值且 ( ) 1E X ＜ ，则有

( 0) 0.Pr X = ＞  

由概率论知识可知 

事实 1 
1 1

1 ( )
nn

i i

i i

Pr A Pr A

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∩≤ . 

Markov 不等式 [6] 对任意的正随机变量 ,X 有

( )
( ) .

E X
Pr X t

t
≥ ≤  
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Markov 不等式多用于 X 是正整数值且Ｅ(X)＜

1 ，则 有
( )

( 1) ( )
1

E X
Pr X E X=≥ ≤ ，即 ( 0)Pr X＞ ≤  

( ).E X   

本文通过运用概率方法中的非对称局部引理，以

及第一矩量原理和 Markov 不等式，分别得到星色数

的两个上界，其中后者得到的上界较小．文中未加述

及的术语和符号可参见文献[6–7]． 

定理 1 对任一最大度为 Δ 的图 ,G  有 ( )
s
Gχ ≤  

3
48 .Δ  

证明 为了证明的方便，令 ,dΔ = 令 348 ,l d= 令

: ( ) {1,2, , }C V G l→ � 表示 G 的随机正常(点)染色，为

了保证星染色，需满足下面两个条件： 

(1)正常点染色， 

(2)每一条长为 3 的路上的点不是二色的. 

为此，定义如下坏事件： 

(Ⅰ) 对每一对相邻的点 , ( ),u v V G∈ 令
,u v

A 表示

u 和 v被染成同种颜色的事件． 

(Ⅱ) 对 每 条 长 为 3 的 路 uvwx ，令
, , ,u v w x

B 是

( ) ( ),C u C w= ( ) ( )C v C x=且 的事件. 

注意到如果(Ⅰ)与(Ⅱ)都不发生，则C 是G 的星

染色.下面证明这两类事件不发生的概率严格为正． 

为了运用引理 1，需进行以下几个步骤： 

(1)计算坏事件发生的概率： 

   
,

1
( )

u v
Pr A

l
= ，

, , , 2

1 1
( ) .

u v w x
Pr B

l l
= ＜  

(2)计算相关事件数. 

构造相关图 H ，H 中的结点就是两种类型的所

有事件，其中两个结点
1
S

X 和
2

S
Y ( , { , }X Y A B∈ )相邻，

当且仅当
1 2
S S ≠ ∅∩ ．由于每个事件

1
s

X 的发生仅依

赖于
1
S 中顶点所染的颜色，从而 H 就是这些事件的

相关图．由上述相关图的构造可得表 1． 

表 1 相关图 H 的构造 

Tab.1 Construction of dependency graph H   

 

,u v
A  

, , ,u v w x
B  

,u v
A  2d  

3
4d  

, , ,u v w x
B  

3
4d  

3
8d  

(3)为了证明坏事件不发生的概率为正，只需以

下两点成立： 

(Ⅰ)
,

1 1
( ) ( 4)

4
u v

Pr A l
l

= ≤ ≥ 且  

   
3

3

2

1 1 2 4
2 4

d d
d d

l l l l
× + × + =＜   

     
3 3 3

3 3

2 4 2 4 1 1
.

48 48 8 4

d d d d

d d

+ + =＜ ＜  

(Ⅱ)
, , , 2

1 1
( ) ( 2)

4
u v w x

Pr B l
l

= ≤ ≥ 且  

3 3 3

3 3

2 3

1 1 4 8 12 1
4 8 .

48 4

d d d
d d

l l l l d
× + × + = =＜  

由(Ⅰ)、(Ⅱ)知，引理 1 适用，因此C 是图G 的一

个 3
48d −星染色．从而定理 1 成立. 

定理 2 对任一有 n 个顶点的最大度为 Δ 的图

,G 有 ( ) .
s
G nχ Δ≤  

证明 为了证明的方便，可以令 ,dΔ = 令 ,l nd=
从颜色集合{1,2, , }l� 中给图 G 的每个顶点随机均匀

地分配一种颜色，使得每个这样的选择与所有其他的

选择互相独立，为了保证星染色，必须使以下两点 

成立： 

(1)正常点染色， 

(2)每一条长为 3 的路上的点不是二色的. 

为此，定义如下指标变量： 

  (Ⅰ) 对每条边 uv ，令 

   
,

1 ,

0
u v

u v
X

⎧
= ⎨
⎩

， 如果 颜色一样

， 否则
 

并令 ,

( )

u v

uv E G

X X

∈

= ∑ ，注意到 X 即是不满足正常点

染色的相邻点对的数量. 

(Ⅱ) 对每条长为 3 的路 uvwx ，令 

 
, , ,

1

0
u v w x

u v C u C C v C x
Y

⎧
= ⎨
⎩

， 如果 和 满足 ( )= (w)且 ( )= ( )
，

， 否则
 

并令
, , ,

, , ,

u v w x

u v w x P

Y Y

∈

= ∑ ，注意到Y 即是不满足任一条长

为 3 的路非二色的路的数量． 

  现只要证 ( 0 0) 0Pr X Y= =且 ＞ ，根据事实 1 可得 

1
( 0 0) 1 [ ( 0) ( 0)] 0(Pr X Y Pr X Pr Y A= = − + =且 ≥ ＞ ＞ ＞ 令  

2
{ 0}, { 0}X A Y= = = ，且

1
{ 0},A X= ＞

2
{ 0}A Y= ＞ )，即 

只需证 ( 0) 0) 1Pr X Pr Y+＞ ( ＞ ＜ 即可．根据 Markov 不

等式： ( 0) ( ),Pr X E X＞ ≤ 所以只需证 ( ) ( ) 1E X E Y+ ＜

即可． 

  首先，计算 ( ).E X  

由于，
, ,

1
( ) ( ) ,

u v u v
E X Pr X

l
= = 通过期望的线性性

质，有 

   ,

( )

1 1
( ) ( )

2 2 2
u v

uv E G

nd nd
E X E X

l nd∈

= ⋅ = =∑ ≤    

所以，
1

( ) .
2

E X ＜  

其次，计算 ( ).E Y  

由于
, , , , , , 2

1
( ) ( ) ,

u v w x u v w x
E Y Pr Y

l
= = 通过期望的线性性

质，有 
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2( ) 2 2

u v w x
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n d
E Y E Y

l
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⋅= ⋅ =
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所以，
1

( ) .
2

E Y ＜  

故 ( ) ( ) 1E X E Y+ ＜ ，从而定理 2 成立． 
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