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摘  要：对随机欧氏距离的统计性质进行了深入的研究，在一定的条件下，确定了它的概率分布，给出了它的数字特

征，为科学地分类提供了理论基础． 
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Abstract：Statistical properties of random Euclidean distance was studied. The probability distribution was determined and 

the numerical characteristic was given. It provides the theoretical basis for scientific classification.  
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欧氏距离是系统聚类法中使用最普遍的一个距

离指标，它主要用来刻画样品间的相近程度，它的大

小是分类者进行样品归类的主要依据[1–9]．如何根据

欧氏距离的计算结果进行分类，使分类结果更科学、

更可靠，是一个非常值得研究的问题．本文对随机欧

氏距离的统计性质进行了深入的研究，在一定的条件

下，确定了它的概率分布，给出了它的数字特征，为科

学地进行分类提供了理论基础． 

1 随机欧氏距离 

假设对 m 个样品进行分类，每个样品观测 n 个分

类指标．设观测数据可连续取值，观测数据经标准差

标准化变换后的数据见表 1． 

样品 i 和样品 j 间的欧氏距离为 

   
1

2 2

1

[ ( ) ]
n

ij ik jk

k

d x x i j
=

= − ≠∑ ；, 1,2, ,i j m= �  (1) 

假设
1 2
, , ,

i i in
x x x� 是随机变量

1 2
, , ,

i i in
ξ ξ ξ� 的观

测值， 1,2, ,i m= � ，则式(1)中样品 i 和样品 j 间的欧

氏距离是随机距离[10–12]
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的观测值，
ij

D 称为样品 i 和样品 j 间的随机欧氏距离

( i j≠ ； , 1,2, ,i j m= � )． 

表 1 观测数据 

Tab.1 Observational data 

样品 经标准差标准化变换后的指标观测值 

1 x11 x12 �  x1s �  x1n 

2 x21 x22 �  x2s �  X2n 

�  �  �   �   �  

i xi1 xi2 �  xis �  xin 

�  �  �   �   �  

m xm1 xm2 �  xms �  xmn 

2 随机欧氏距离的概率分布与数字特征 

  假设 n 个分类指标间相互独立，原始观测数据都

是来自相互独立的正态总体，且具有相同的方差．由

于表 1 中数据是原始观测数据经标准差标准化变换
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后的数据，故可假设随机变量
1 2
, , ,

i i in
ξ ξ ξ� 相互独立，

且都服从标准正态分布[13]，当 i j≠ 时，
1 2
, , ,

i i in
ξ ξ ξ� 与

1 2
, , ,

j j jn
ξ ξ ξ� 也相互独立( , 1,2, ,i j m= � )． 

定理 1 令
1

( )
2

ijk ik jkW ξ ξ= −  

i j≠ ；, 1,2, ,i j m= � ； 1,2, ,k n= �  

                               (3) 

则随机变量
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, , ,
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   ijkW ～ (0,1)N  1,2, ,k n= �   

证明 
1 2
, , ,
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W W W� 相互独立，且都服从正态

分布是显然的．因为 
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所以 ~ (0,1), 1,2, ,ijkW N k n= � ． 

引理 1 广义积分
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若设 
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则由式(2)知样品 i 和样品 j 间的随机欧氏距离 
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  定理 2 随机变量
ij

X 的概率密度函数为 
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证明 由式(3)和式(4)知 2
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球坐标变换得 
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其中
1 2 1
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J θ θ θ −� 为坐标变换的 Jacobi 行列式． 
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则式(7)转化为 
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因为 lim ( ) 1
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故由式(9)得 
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对式(10)求导得随机变量
ij

X 的概率密度函数 
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因此
ij

X ～
1
( , )
4 2

nΓ . 

定理 3 随机变量
ij

X 的数学期望和方差都存

在，且 ( ) 2
ij

E X n= ， ( ) 8
ar ij

V X n= ． 

因为
ij

X ～
1
( , )
4 2

nΓ ，所以定理 3 的结果是显然成

立的[14–15]． 

定理 4  样 品 i 和 样 品 j 间 随 机 欧 氏 距 离

ij
D ( i j≠ ；, 1,2, ,i j m= � )的概率密度函数为 
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证明 随机欧氏距离
ij

D 的分布函数 
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对式(12)求导得随机欧氏距离
ij

D 的概率密度 

函数 
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定 理 5  样 品 i 和 样 品 j 间 随 机 欧 氏 距 离

ij
D ( i j≠ ； , 1,2, ,i j m= � )的数学期望和方差都存在，

并且 
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