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基于旋量理论的 Stanford 臂的运动学分析 
 

李 君 
(天津科技大学理学院，天津 300457) 

 

摘  要：基于旋量理论的运动学分析方法比采用传统的 D-H 方法更加简化. 以一种常见的开链机器人 Stanford 臂为

例，利用运动旋量和指数积等数学工具建立了运动学方程，求出了雅可比矩阵，为建立其动力学方程、控制方法及运动

规划做了必要的准备. 
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Kinematics Analysis on Stanford Arm Based on Screw Theory 

LI Jun 
(College of Science，Tianjin University of Science & Technology，Tianjin 300457，China) 

Abstract：The method of kinematics analysis based on screw theory is simpler than the traditional D-H method. Illustrating 

with Stanford arm，a popular opened chain robot，the kinematics equation and Jacobian matrix of the robot were obtained by 

the mathematic tools—twist，product of exponentials，etc. The method is beneficial to establishing the dynamic equation，

control method and motion planning.  

Keywords：screw theory；product of exponentials formula；kinematics equation；Jacobian matrix 

 

建立机器人运动学和动力学的传统方法是采用

D-H 参数方法，为每个连杆建立局部坐标系，这样运

算比较繁琐．与它相比，基于旋量理论的分析方法采

用运动螺旋，充分利用了其几何特性，只需要建立基

础坐标系和工具坐标系，从而更适合从整体上描述机

器人的运动，使得对机器人机构的分析更加简便、适

用．旋量理论的基本原理由 Chasles 和 Poinsot 于 19

世纪初期提出，Ball 促进了旋量理论的发展，于 1900

年形成了完整的旋量理论[1]．Murry 等于 20 世纪末

以线性代数和矩阵理论为基础，给出了一种新的旋量

理论处理方法[2]，其基本思想是以齐次坐标来表示刚

体运动，并通过矩阵的指数映射将运动旋量变换为相

应的刚体运动．近年来，以李群、李代数为基础的旋

量理论在机器人领域，包括机器人的运动学及动力

学、雅可比矩阵以及机器人综合等方面都得到了较广

泛的应用[3-7]
. 

Stanford 臂是一种常见的开链机器人，它是 1969

年由 Victor Scheinman 设计的，几十年来，Stanford 机

器人因其独特的结构特点被广泛地用于教学和工业

生产当中．本文以 Stanford 臂为例，基于旋量理论建

立机器人的运动学方程，求出了雅可比矩阵，为进一

步建立其动力学方程、控制方法及运动规划做了必要

的准备. 

1 旋量理论基础 

通常，刚体运动包括转动和移动两部分．若设刚

体坐标系 B 的原点相对于坐标系 A 的位置矢量为
3

AB
R∈p ，B 系 相 对 于 A 系 的 姿 态 为 (3)

AB
SO∈R  

( (3)SO 为三维旋转群)，则系统的位姿由 ( , )
AB AB

p R 确

定，用齐次坐标可表示为 

   
1

AB AB

0

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

R p
g  

系统的位形空间为一个欧氏群： 
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3

3

(3) {( , ) : R , (3)}

(3)

SE SO

SO

R

R

= ∈ ∈
= ×

p R p
 

设 (1) (2) (3) T 3( , , ) Rω ω ω= ∈ω ， 3
R∈v .定义运动旋量 

   
ˆ

ˆ (3)
0 0

se

⎡ ⎤
= ∈⎢ ⎥
⎣ ⎦

ω v
ξ  

   

(3) (2)

(3) (1)

(2) (1)

0

ˆ 0 (3)

0

so

ω ω
ω ω
ω ω

⎡ ⎤−
⎢ ⎥= − ∈⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

ω  

其 中 ， 3ˆ(3) {( ,  ) : ,se R= ∈v vω ˆ (3)}so∈ω 与 (3)so =  
3 3 T{ : ,  }R
×∈ = −R R R R 分别为李群 (3)SE 与 (3)SO 的李

代 数 . 6( , ) R= ∈ξ v ω 称 为 ˆξ 的 运 动 旋 量 坐 标 ．设

Rθ ∈ ，则 有
ˆ

e
θ ∈ξ (3)SE ；反 之 ，对 (3)SE∈g ，存 在

ˆ (3)se∈ξ 和 Rθ ∈ ，使得
ˆ

e
θ=g

ξ
. 

设 ( )
AB

0g 和 ( )
AB

θg 分别为坐标系 B 相对于坐标

系 A 的初始位形和最终位形，则有
ˆ

( ) e ( )
AB AB

θθ =g g
ξ 0 . 

任意刚体运动均可通过绕一轴的转动加上平行

于该轴的移动实现．刚体的一般运动，可用旋量运动

来描述．旋量运动与旋量是一一对应的．如图 1 所示，
3

R∈q 为刚体上的一个点， (1) (2) (3) T( ,  ,  )ω ω ω=ω 为一

单位矢量，l 为过点 q 沿 ω 方向的有向直线.所谓旋

量，包括轴 l 、节距 h 及大小 M 三个要素．与旋量对应

的旋量运动则定义为：当 h−∞ + ∞＜ ＜ 时，对应的旋量

运动为绕轴 l 旋转大小为 M 弧度的角再沿与 l 平行

的方向移动大小为 hM 的距离；当 h = ∞ 时，对应的旋

量运动即为仅沿轴 l 方向移动大小为 M 的距离． 

 

图 1 刚体的旋量运动 

Fig.1 Screw motion of rigid body 

在刚体的运动中，设 A 为其空间坐标系，B 为其

物体坐标系，刚体的运动轨迹 ( ) (3)
AB

t SE∈g ，则刚体

的空间速度为 

   
T T

s 1ˆ

0

AB AB AB AB AB AB

AB AB AB

0

− ⎡ ⎤− +
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦

R R R R p p
V g g

� �

�

�  

或 

   
s T

s

s T( )

AB AB AB AB AB

AB

AB AB AB

∨

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− +
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

v R R p p
V

R R

�

�

�ω
 

刚体的物体速度为 

   
T T

b 1ˆ

0

AB AB AB AB

AB AB AB

0

− ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦

R R R p
V g g

�

�

�  

或 

   
b T

b

b T( )

AB AB AB

AB

AB AB AB

∨

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

v R p
V

R R

�

�ω
 

它们之间的关系为 

s b
ˆ

AB AB AB

AB AB

AB

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

R p R
V V

R0
 

这里矩阵 

   
ˆ

0

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

g

R pR
Ad

R
 

称为关于 g 的伴随变换，它满足 

   1

T T

1

T

ˆ

0
−

− ⎡ ⎤−
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
g g

R R p
Ad Ad

R
 

2 指数积公式与雅可比矩阵 

机器人的运动学正解是指在给定组成运动副的

相邻连杆的相对位置情况下，确定机器人末端执行器

的位形．如果定义
1

( )
i i
l l i

θ
−

g 为相邻连杆坐标系间的变

换，那么总的运动方程为 

   
1 1 2 1

1 2
( ) ( ) ( ) ( )

n n n
ST Sl l l l l n l T

θ θ θ
−

=g g g g g�Θ  

式中 ：S 、T 分 别 为 基 础 坐 标 系 和 工 具 坐 标 系 ；

=Θ T

1 2
( , , , )

n
Qθ θ θ ∈� ，Q 为位形空间．设位于参考位

形时坐标系 S 和T 之间的刚体变换为 ( )
ST

g 0 ，第 i 个

关节运动旋量坐标
i

ξ 对应于除第 i 个关节以外所有

其他关节均固定于 0
j

θ = 位置时第 i 个关节的旋量运

动．转动关节及移动关节的运动旋量坐标分别为 

   i i

i

i

− ×⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

qω
ξ

ω
  

i

i

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦0

v

ξ  

式中： 3

i
R∈ω 是轴上的单位矢量； 3

i
R∈q 为轴上任一

点； 3

i
R∈v 是指向移动方向的单位矢量．将各关节运

动加以组合，即得到开链机器人运动正解的指数积公

式： 

   
�

1 1 2 2
ˆˆ

( ) e e e ( )n n

ST ST

θθ θ= ξξ ξ
g g� 0Θ  

开链机器人末端执行器的速度与各关节的速度

的关系为 

   s s ( )
ST ST

=V J �Θ Θ  

其中 

   [ ]s

1 2
( )

ST n
′ ′ ′=J �Θ ξ ξ ξ  
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� ˆˆ

1 1 11 2 2
e e e

i ii iθ θθ − −
′ =

�

ξ ξξ
Adξ ξ  

为机器人的运动雅可比矩阵．运动雅可比矩阵的第 i

列就是变换到机器人当前位形的第 i 个关节的运动螺

旋．机器人的物体雅可比矩阵定义为 

   b

1 2
( )

ST n

+ + +⎡ ⎤= ⎣ ⎦J �Θ ξ ξ ξ  

   
� ˆ ˆ

1 1

1

e e eii i i n ni iθ θ θ+ +

+ −=
ξ ξ ξ

Ad
�

ξ ξ  

它使得 b b ( )
ST ST

=V J �Θ Θ ，且有 s b

( )( ) ( )
ST

ST ST
=

g
J Ad JθΘ Θ . 

3 Stanford臂的运动学方程 

图 2 所示为 6 自由度的机器人 Stanford 臂的参

考位形( = 0Θ )，它包括位于基座处的两个转动关节、

一个移动关节和一个球腕. 

 

图 2 Stanford臂的理想化模型 

Fig.2 Ideal conceptual model of Stanford arm 

该机构的运动学正解可通过计算各关节运动螺

旋的运动而获得． = 0Θ 时工具坐标系与基础坐标系

的变换为 

   0

0 1

0

0

( ) ,     
1

ST

I
l

l

0
0

⎛ ⎞
⎡ ⎤ ⎜ ⎟= =⎢ ⎥ ⎜ ⎟
⎣ ⎦ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

p
g p  

各个关节的运动螺旋可通过计算求得： 

[ ]T1 1

1

1

0 0 0 0 0 1
− ×⎡ ⎤

= =⎢ ⎥
⎣ ⎦

qω
ξ

ω
 

[ ]T2 1

2 0

2

0 0 1 0 0l
− ×⎡ ⎤

= = − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

qω
ξ

ω
 

[ ]T3

3
0 1 0 0 0 0

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥
⎣ ⎦0

v

ξ  

同样方法可求得 

[ ]T4 1
0 0 0 0 1l=ξ  

[ ]T5 0 1
0 1 0 0l l= − −ξ  

[ ]T6 0
0 0 0 1 0l= −ξ  

指数积公式为
�

1 1 2 2
ˆˆ

( ) e e e ( )n n

ST ST

θθ θ= ξξ ξ
g g� 0Θ ，具体计算

为(其中记号： cos
i i
c θ= ， sin

i i
s θ= ，以下同) 

   
�

1 1

1 1

1 1

0 0

0 0
e

0 0 1 0

0 0 0 1

c s

s cθ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

ξ
 

   
�

2 2
2 2 0 2

2 2 0 2

1 0 0 0

0
e

0 (1 )

0 0 0 1

c s l s

s c l c

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

ξ
 

   
�

3 3
3

1 0 0 0

0 1 0
e

0 0 1 0

0 0 0 1

θ θ
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

ξ
 

   
�

4 4

4 4 1 4

4 4 1 4

0

0 (1 )
e

0 0 1 0

0 0 0 1

c s l s

s c l cθ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

ξ
 

   
�

5 5
5 5 1 5 0 5

5 5 1 5 0 5

1 0 0 0

0 (1 )
e

0 (1 )

0 0 0 1

c s l c l s

s c l s l c

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥− + −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

ξ
 

   
�

6 6

6 6 0 6

6 6 0 6

0

0 1 0 0
e

0 (1 )

0 0 0 1

c s l s

s c l c

θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

ξ
 

于是整个运动学正解方程为 

   
�

1 1 2 2
ˆˆ

( ) e e e ( )
1

n n

ST ST

θθ θ ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦

ξξ ξ
R p

g g� 0
0

Θ  

若记
11 12 13

21 22 23

31 32 33

( )

r r r

r r r

r r r

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R Θ ，
1

2

3

( )

p

p

p

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

p Θ ，则有 

   
11 1 4 6 1 4 5 6 1 2 4 6 1 2 4 5 6 1 2 5 6
r c c c c s s s s c s c s c c s s s s c s= + − + +  

12 1 4 5 1 2 4 5 1 2 5
r c s c s c c c s s s= − − +  

13 1 4 6 1 4 5 6 1 2 4 6 1 2 4 5 6 1 2 5 6
r c c c c s s c s c s s s c c s c s s c c= − − − −  

21 1 4 6 1 4 5 6 1 2 4 6 1 2 4 5 6 1 2 5 6
r s c c s s s s c c s c c c c s s c s c s= + + − −  

22 1 4 5 1 2 4 5 1 2 5
r s s c c c c c c s s= − + −  

23 1 4 6 1 4 5 6 1 2 4 6 1 2 4 5 6 1 2 5 6
r s c s s s s c c c s s c c c s c c s c c= − + + +  

31 2 4 6 2 4 5 6 2 5 6
r s s c s c s s c c s= − + −  

32 2 4 5 2 5
r s c c c s= − −  

33 2 4 6 2 4 5 6 2 5 6
r s s s s c s c c c c= − − +  

1 1 3 1 2
( )p l s cθ= − +  

   
2 1 3 1 2

( )p l c cθ= +  

   
3 0 1 3 2

( )p l l sθ= − +  
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4 Stanford臂的雅可比矩阵 

通过关节运动螺旋位置和方向的确定，可计算

Stanford 臂的运动雅可比矩阵． 

由
1 1
′ =ξ ξ 及 T

2 1 1
( 0)c s′ = − −ω 知 

   [ ]T2 1

2 0 1 0 1 1 1

2

0 0l s l c c s
′− ×⎡ ⎤′ = = − − −⎢ ⎥′⎣ ⎦

qω
ξ

ω
 

第 3 个关节是移动副，因此仅需考虑其方向： 

[ ]

1 2
ˆˆ

3

T

1 2 1 2 2

0

e e 1

0

0 0 0s c c c s

θ θ−

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟′ = =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

− −

0

z x

ξ
 

由 

( ) [ ]1 2
TTˆˆ

4 1 2 1 2 2
e e 0 0 1 s s c s c

θ θ−′ = = −z xω  

( )
[ ]

1 2 4
Tˆ

5

T

1 4 1 2 4 1 4 1 2 4 2 4

e e e 1 0 0

c c s c s s c c c s s s

θ θ θ−′ = − =

− + − −

� �

z x zω
 

� � ( )51 2 4
T

6

1 2 4 5 1 4 5 1 2 5

T

1 2 4 5 1 4 5 1 2 5 2 4 5 2 5

e e e e 0 1 0

[

]

s c c c c s c s s s

c c c c s s c c s s s c c c s

θθ θ θ −−′ = =
− − +

− − − −

xz x z
� �ω

 

可知 

1 3 0 2 1

1 3 0 2 1

4

1 2

1 2

2

( )

( )

0

l l s c

l l s s

s s

c s

c

θ
θ

+ −⎡ ⎤
⎢ ⎥+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥

′ = ⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

ξ  

0 1 4 1 2 4 1 3 1 2 4

0 1 2 4 1 4 1 3 1 2 4

1 3 2 4

5

1 4 1 2 4

1 4 1 2 4

2 4

( ) ( )

( ) ( )

( )

l s c c c s l s s c

l s c s c c l c s c

l c c

c c s c s

s c c c s

s s

θ
θ

θ

+ − +⎡ ⎤
⎢ ⎥− + +⎢ ⎥
⎢ ⎥+

′ = ⎢ ⎥− +⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

ξ  

1

2

1 3 2 4 5

6

1 2 4 5 1 4 5 1 2 5

1 2 4 5 1 4 5 1 2 5

2 4 5 2 5

( )

a

a

l c s c

s c c c c s c s s s

c c c c s s c c s s

s c c c s

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+

′ = ⎢ ⎥− − +⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

ξ  

其中 

1 0 1 4 5 1 2 4 5 1 2 5 1 3 1 2 4 5 1 5

2 0 1 2 5 1 4 5 1 2 4 5 1 3 1 2 4 5 1 5

( ) ( )( )

( ) ( )( )

a l s s c c c c c c s s l s s s c c s

a l s s s c s c s c c c l c s s c s s

θ
θ

= − + − + +
= − − + + −

 

由以上即可得出 Stanford臂的运动雅可比矩阵为 

[ ]s

1 2 6
( )

ST
′ ′ ′=J �θ ξ ξ ξ  

其中，第 j列
j
′ξ 由上面给出.在此基础上，可以由公式

s b

( )( ) ( )
ST

ST ST
=

g
J Ad Jθθ Θ 得出 Stanford 臂的物体雅可比

矩阵． 

5 结 语 

本文应用旋量理论推导了 6自由度机构 Stanford

臂的运动学方程，给出了其雅可比矩阵．该过程显示

了旋量方法对比 D-H 方法的明显的优越性和简洁

性，为建立其动力学方程、控制方法及运动规划提供

了基础. 
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