
第 25 卷  第 2 期 

2010 年 4 月 
天津科技大学学报 

Journal of Tianjin University of Science  & Technology 

Vol.25  No. 2 

Apr. 2010 

 

收稿日期：2009-06-29；修回日期：2009-09-20 
作者简介：张绍璞（1954—），男，山东人，教授，zsp888@tust.edu.cn． 

 

 

 

 

基于主成分分析中的几类问题的计算公式及结论 
 

张绍璞 
(天津科技大学理学院，天津 300457) 

 

摘 要：讨论了主成分分析中的几类问题的计算方法，重点揭示在协方差矩阵中对角元素相同时的第一主成分及贡

献率和对角元素不同时的主成分贡献率．经讨论后给出有关计算公式，并说明这些计算公式在多元统计分析中的实

际作用． 
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Based on Principal Component Analysis of the Types of Problems 

 in the Formulas for Calculating and Conclusions 

ZHANG Shao-pu 
(College of Science，Tianjin University of Science & Technology，Tianjin 300457，China) 

Abstract：Several types of problems and calculation methods in the analysis of principal components were discussed. 

It especially focused on the first principal component and its contribution rates when the diagonal elements in covari-

ance matrix are the same as well as the contribution rates of principal components when the diagonal elements are 

different. The discussion is given in relation to the calculation formula and the formula for calculating these in the mul-

tivariate statistical analysis of the actual effect . 
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随着科学技术的发展，多元统计分析在很多领域

得到了越来越广泛的应用．在多元统计分析中，所研

究的多项随机变量指标之间常有一定的相关性，因而

在一定程度上增加了问题的复杂性．为了使复杂的问

题简化，常利用主成分分析，把原来多个随机变量转

化为不相关的，并反映了原来多个变量信息的若干个

主成分综合变量．例如在气象预报中，常将复杂的天

气状况分解为温度、气压、湿度、风力等若干个主成分

变量指标．主成分分析正是研究如何通过原来便利的

少数几个线性组合来解释原来变量绝大多数信息的

一种多元统计方法．因此，主成分分析是多元分析中

的重要工具之一．对于主成分分析的理论与应用的讨

论与研究，在当前多元分析的理论研究中非常重要，

并得到广泛的重视[1–2]． 

1 主成分分析的有关定理及推论 

定理
[ 3 ]  设 ( )T1 2

, , ,
n

X X X X= � 是 n 维随机变 

量，且 其 协 方 差 阵 ( )D X=V ，V 的 特 征 值 为
1

λ ≥  

2
λ ≥�≥ 0

n
λ ≥ ，

1 2
, , ,

n
a a a� 为相应的单位正交特征

向量，则 X 的第 i 主成分为 

   ( )T
1,2, ,

i i
Z a X i n= = �  

推论 设 ( )T1 2
, , ,

n
Z Z Z Z= � 是 n 维随机变量，则

其分量 ( )1,2, ,
i

Z i n= � 依次是 X 的第 i 主成分的充分

必要条件是： 

(1) T
Z X= A ，A为正交矩阵； 

(2) ( ) ( )1 2
, , ,

n
diag λ λ λ=D Z � ，即随机向量 Z 的 
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协方差阵为对角矩阵； 

(3)
1 2 n

λ λ λ�≥ ≥ ≥ . 

上述定理和推论给出了主成分分析的主要计算

方法，另外通过定理也可推导出一些主成分分析的重

要性质. 

2 主成分分析的性质 

记 ( )ij
σ=V ， ( )1 2

, , ,
n

diag λ λ λΛ = � ，其 中
1

λ ≥  

2 n
λ λ�≥ ≥ 为V 的特征值，

1 2
, , ,

n
a a a� 为相应的单位

正交特征向量，记正交矩阵 ( )1 2
, , ,

n
=A a a a� .则总体

主成分 ( )T1 2
, ,

n
Z Z Z Z= � 有如下性质[4]： 

性质 1 ( )Z = ΛD ，即 n 个 主 成 分 的 方 差 为 ：

( ) ( ), 1,2, ,
i i

Var Z i nλ= = � ，且它们是互不相关的. 

性质 2 
1 1

n n

ii i

i i

σ λ
= =

=∑ ∑ ，通常称 
1

n

ii

i

σ
=
∑ 为原总体 X

的总方差. 

性质 3  主成分
k

Z 与原始变量
i

X 的相关系数

( ),
k i

Z Xρ 为 ( ), ( , 1,2,
k i k ik ii

Z X a k iρ λ σ= = , )n� ， 

并把主成分
k

Z 与原始变量
i

X 的相关系数称为因子负

荷量. 

主成分分析的目的之一是为了简化数据结构，故

在实际应用中一般不用 n 个主成分，而选用 ( )m m n＜

个主成分.为此，引入贡献率的概念. 

定义
[ 5 ]  记

1

n

k i

i

λ λ
=
∑ 为 主 成 分

k
Z 的 贡 献 率 ；

1 1

m n

k i

k i

λ λ
= =
∑ ∑ 为 主 成 分 ( )1 2

, , ,
m

Z Z Z m n<� 的 累 计 贡 

献率. 

3 关于主成分分析一些计算问题的研究及  

结论 

  在生产领域、科研领域、经济学领域和日常生活

中经常需要根据观测到的数据资料，以主成分分析为

工具，对所研究的对象进行分析或定性.另外一些很

复杂的问题也需用主成分分析简化，可以参考文献

[6].下面针对某几类主成分分析问题给予讨论和分

析，并通过计算和证明给出有关新的性质和结论，推

导出解决此类问题和简化计算的方法. 

问题 1 设 ( )T1 2
, ,

n
X X X X= � 是 n 维随机变量，

且其协方差阵 

2

1

1

1

ρ ρ
ρ ρ

σ

ρ ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

V

�

�

� � �

�

，其中 2
0, 0 1σ ρ＞ ＜ ＜ . 

(1)计算 X 的第一主成分
1

Z ； 

(2)计算主成分
1

Z 的贡献率；计算主成分
1
,Z  

( )2
, ,

m
Z Z m n� ＜ 的累计贡献率. 

解：(1)先求 V 的特征值，由 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

λ σ σ ρ σ ρ
σ ρ λ σ σ ρλ

σ ρ σ ρ λ σ

− − −
− − −

− =

− − −

E V

�

�

� � �

�

＝

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 1 1n n nλ σ σ ρ λ σ σ ρ λ σ σ ρ

σ ρ λ σ σ ρ

σ ρ σ ρ λ σ

− − − − − − − − −

− − − =

− − −

�

�

� � �

�

 

( )
2 2 2

2 2

2 2 2

1 1 1

1n

σ ρ λ σ σ ρ
λ σ σ ρ

σ ρ σ ρ λ σ

− − −
⎡ ⎤− − − =⎣ ⎦

− − −

�

�

� � �

�

( )
2 2

2 2

2 2

1 1 1

0 0
1

0 0

n

λ σ σ ρ
λ σ σ ρ

λ σ σ ρ

− +
⎡ ⎤− − − =⎣ ⎦

− +

�

�

� � �

�

 

    [ ( )2 2
1nλ σ σ ρ− − − ] ( ) 1

2 2
n

λ σ σ ρ
−

− +  

  令 0λ − =E V ，得 特 征 值 ( )2 2

1
1nλ σ σ ρ= + − ，

( ) 2

2 3
1

n
λ λ λ ρ σ= = = = −� . 

由 ( )
1 1

2 22

1

1 1 1

1 1 1
0

1 1 1
n n

x xn

x xn

x xn

λ σ ρ

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

− − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

E V

�

�

� �� � �

�

， 

得 特 征 值  ( )2 2

1
1nλ σ σ ρ= + − 的 单 位 特 征 向 量 为 

( )T1

1
1, 1, , 1a

n

= � ，根据定理得 X 的第一主成分 

T

1 1
Z a X= ＝ ( )1 2

1

n
X X X

n

+ + +� . 

  (2)主成分
1

Z 的贡献率为 

  
( )

( ) ( )( )
2

1

2

1 2

1 1

1 1 1 1
n

n

n n

σ ρλ
λ λ λ σ ρ ρ

+ −⎡ ⎤⎣ ⎦= =
+ + + + − + − −⎡ ⎤⎣ ⎦�
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( )1 1n

n

ρ+ −
；主成分 ( )1 2

, , ,
m

Z Z Z m n� ＜ 的累计贡献率

为
( ) ( )( )
( ) ( )( )

2

1 2

2

1 2

1 1 1 1

1 1 1 1

m

n

n m

n n

σ ρ ρλ λ λ
λ λ λ σ ρ ρ

+ − + − −⎡ ⎤+ + + ⎣ ⎦= =
+ + + + − + − −⎡ ⎤⎣ ⎦

�

�

 

( ) ( )1 1m n m

n

ρ ρ+ − − −
＝

( )m n m

n

ρ+ −
 

主成分分析是一种通过降维技术把多个变量化

为少数几个主成分的统计分析方法，这些主成分能够

反映原始变量的绝大部分信息.在实际应用中一般选

用 ( )m m n＜ 个主成分，使之能够反映 n 个原始变量的

70%或 80%以上的信息.这种反映原始变量信息量的

程度，往往用累计贡献率来表示. 

问题 2 设 ( )T1 2 5
, , ,X X X X= � 是 5维随机变量，

且其协方差阵 

   2

1 0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0 1

ρ
ρ ρ

σ ρ ρ
ρ ρ

ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

V  

其中： 2 1
0, 0

2
σ ρ＞ ＜ ≤ . 

(1)计算V 的特征值； 

(2) 当
1

2
ρ = ，问 m 为 何 值 时 ，才 能 使 主 成 分

( )1 2
, , , 5

m
Z Z Z m� ＜ 的累计贡献率大于 85%. 

  解：先求 V 的特征值，记
n

D 为相应的 n 阶行列

式，则 

   
5

D = λ − =E V  

    

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0

λ σ σ ρ
σ ρ λ σ σ ρ

σ ρ λ σ σ ρ
σ ρ λ σ σ ρ

σ ρ λ σ

− −
− − −

− − −
− − −

− −

 

根据行列式按行展开法则，可得递推公式： 

   ( ) ( )22 2

1 2n n n
D D Dλ σ σ ρ− −= − −  

根据递推公式可得： 

   2

1
D λ σ= −  

   ( )2 4 2

2
D λ σ σ ρ= − −  

   ( ) ( )22 2 4 2

3
2D λ σ λ σ σ ρ⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

   ( ) ( )4 2
2 2 4 2 8 4

4
3D λ σ λ σ σ ρ σ ρ= − − − +  

   ( )2

5
D λ σ= − ⋅ ( ) ( )4 2

2 4 2 2
4λ σ σ ρ λ σ⎡ − − − +⎣  

     8 4
3σ ρ ⎤⎦  

  令 
5

0D = ，可得V 的 5 个由大到小顺序排列的

特征值为： ( )2

1
1 3λ σ ρ= + ； ( )2

2
1λ σ ρ= + ； 2

3
λ σ= ； 

( )2

4
1λ σ ρ= − ； ( )2

5
1 3λ σ ρ= − ． 

  显然 2

1 2 5
5λ λ λ σ+ + + =�  

     
( )2

1 2 3

2

1 2 5

3 3 1

5

σ ρλ λ λ
λ λ λ σ

⎡ ⎤+ ++ + ⎣ ⎦=
+ + +�

 

当
1

2
ρ =  时，知 

   
( )2

1 2 3

2

1 2 5

13 3 1
2

5

σλ λ λ
λ λ λ σ

⎡ ⎤+ ++ + ⎣ ⎦=
+ + +�

＝ 

          
7 3

0.873 205
10

+ = . 

所以取 3m = ，主成分
1 2 3
, ,Z Z Z 的累计贡献率大

于 85%.即用前三个主成分就能够反映 5 个原始变量

的绝大部分信息.此类问题结论的有关计算方法也可

推广到相应的 n 维情况. 

4 结 语 

  多元分析应用非常广泛，其中有许多问题涉及到

主成分分析的计算.通过上述两类问题的计算和讨论

可知，对于本文所讨论的计算公式，经过对其性质的

有关研究和证明，给出了简化计算相对应主成分和累

计贡献率的有关方法，同时确定了能够反映原始变量

的绝大部分信息的主成分个数，可以大幅度简化有关

复杂计算，在实际应用中起到很重要的作用. 
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