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反射几何布朗运动的两个结果 
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摘  要：主要讨论反射几何布朗运动. 首先通过采用马氏过程无穷小生成元的方法得到反射几何布朗运动的平稳分

布，最后对该过程的首中时问题进行了讨论，得到该首中时的拉普拉斯变换.  
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Abstract：Reflected Geometric Brownian Motion(RGBM)was discussed in this paper. The stationary distribution of 

RGBM was deduced by Markovian infinitesimal generator method. Consequently the first passage time of RGBM was also 

discussed and its Laplace transform was obtained.  
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文献[1-2]主要讨论系统容量不受限制的流体排

队模型，本文讨论系统最大容量为 d 的线性流体排队

模型，此数学模型的详细解释如下：
t

Z 表示 t 时刻系

统中流体容量，流体以速率
1 t
Zα 到达系统，以速率

2 t
Zα 离开系统，系统容量被布朗运动

t
B 所扰动，扰动

系数为
t

Zσ ，
t

U 使得系统容量
t

Z 保持在 0 和 d 之间

(详细阐述见 1.1)．根据随机微分方程理论知道
t

Z 满

足： 

1 2

0

d ( ) d d d

(0, ]

t t t t t
Z Z t Z B U

Z x d

α α σ= − + −⎧
⎨ = ∈⎩

 

因为当 d → +∞ ，上述方程所确定的过程实际上

是几何布朗运动，故上述随机过程
t

Z 被称为反射几何

布朗运动．  

本文主要分成两部分来研究反射几何布朗运动，

首先给出反射几何布朗运动确切定义，然后利用文献

[3-4]中所提供的方法求出了反射几何布朗运动的平

稳分布和首中时的拉普拉斯变换． 

1 反射几何布朗运动 

定义 1 将由下列方程决定的随机过程 { ,
t

Z Z=  

0}t≥ 称为反射几何布朗运动： 

   
0

d d d d

(0, ]

t t t t t
Z Z t Z B U

Z x d

μ σ= + −⎧
⎨ = ∈⎩

             (1) 

其中
t

B 是一维标准布朗运动， R Rμ σ +∈ ∈， ，并且
2

2

σμ > ． 

  
t

U 具有下列两条性质： 

  1. 
t

U 是连续单调增过程且初值为零． 

  2.． { }
0
I d , 0

s

t

Z d s t
U U t= =∫ ≥ ． 

  由随机微分方程理论知道式(1)等价于下列 

方程： 

   
0 0

d d (0, ]
t t

t s s s t
Z x Z s Z B U dμ σ= + + − ∈∫ ∫    (2) 
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2 主要结果 

2.1 反射几何布朗运动平稳分布 

为了得到反射几何布朗运动的平稳分布，我们先

得到反射几何布朗运动的无穷小生成元． 

  引理 反射几何布朗运动
t

Z 无穷小生成元为 

   
2 2

( ) "( ) '( ), (0, ], ( )
2

x
Af x f x xf x x d f D A

σ μ= + ∈ ∈  

其中 

( ) { : A 0 ]D A f f f d= 和 是定义在（ ， 上的可测函

数，并且
0

'( ) 0 |A ( ) | d a.s.}
t

s
f d f Z s= < ∞∫和  

证明 任意取定 ( )f D A∈ ，对
t

Z 应用伊藤公式有 

0
0 0

1
( ) ( ) '( )d "( )d ,

2

t t

t s s s s
f Z f Z f Z Z f Z Z Z= + + < > =∫ ∫

      

2 2

0
0

0 0

( ) d"( ) '( )
2

'( )d '( )d

t

s

s s s

t t

s s s s s

Z
f Z sf Z Z f Z

f Z U Z f Z B

σ μ

σ

⎡ ⎤+ −+⎢ ⎥
⎣ ⎦

+

∫

∫ ∫
 

0

'( )d '( ) '( ) 0
t

t s s t
U f Z U f d U f d= =∫利用 的性质： 和 ，有  

2 2

0
0

( ) ( ) d"( ) '( )
2

t

s

t s s s

Z
f Z f Z sf Z Z f Z

σ μ⎡ ⎤= + ++⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫  

   
0

'( )d
t

s s s
Z f Z Bσ ∫  

求反射几何布朗运动的无穷小算子： 

  0

0

( ) ( )
( ) : lim x t x

t

E f Z E f Z
Af x

t→

−= =  

      
2 2

"( ) '( )
2

x
f x xf x

σ μ+  

(0, ], ( )x d f D A∈ ∈  

利用文献[5]中结果易推知反射几何布朗运动平

稳分布概率密度必须满足 

   
0

( ) ( )d 0, ( )
d

Af x p x x f D A= ∈∫ ． 

定理 1 给出反射几何布朗运动的平稳分布． 

  定理 1 
2

2

2
2 2

2
1

2
1

( ) , (0, ]p x x x d

d

μ
σ

μ
σ

μ
σ −

−

−
= ∈ 并且满足 

0

( ) ( )d 0, ( )
d

Af x p x x f D A= ∈∫ ，进而 

    
2

2

2
2 2

2
1

2
1

,0
( )

0,

x x d
p x

d

μ
σ

μ
σ

μ
σ −

−

⎧ −⎪
⎪ < <= ⎨
⎪
⎪⎩ 其他

 

是反射几何布朗运动平稳分布 π 的概率密度． 

证明 对于任意给定的 ( ),f D A∈ 通过直接计算

不难得到
0

( ) ( )d 0
d

Af x p x x =∫ ． 

  任意取定 ( ),f D A∈ 由 Dynkin 公式有 

   
[ ]

[ ]
0

0 0

( ) ( ) ( )d

( ) ( ) (d ) ( )d

t

x t x s

d t

t s

E f Z f x E Af Z s

E f Z f x x E Af Z sπ π

⎡ ⎤= +
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= π +
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫ ∫
 

  因为， ( ) ( )
x s x s

E Af Z AE f Z= ，所以 

   
π π

00

( )d( )d
tt

ss
E E Af Z sAf Z s⎡ ⎤ = =

⎢ ⎥⎣ ⎦ ∫∫  

0 0

( ) (d )d 0
t d

x s
AE f Z x sπ =∫ ∫  

  因此， [ ]
0

( ) ( ) (d )
d

t
E f Z f x xπ = π∫ ．也就是 π(d )x =  

( )dp x x 是反射几何布朗运动的平稳分布． 

2.2 反射几何布朗运动首中时 

首先定义
t

Z 的首中时： 

   ( ) : inf{ 0 : }, (0, ]
t

T y t Z y y d= = ∈≥  

并且规定 inf ∅ = ∞ ． 

  其次，对于任意给定的非负数 λ 及二次可微有界

函数 ,q 定义 λ -算子： 

  
2 2

( ) ( ) "( )
2

x
A q x q x

λ σ= + '( )xq xμ −  ( ), (0, ]q x x dλ ∈  

最后给出此首中时的拉普拉斯变换． 

定理 2 对于任意给定的非负数 λ 及 (0, ]x d∀ ∈ ，

有下列各式成立： 

   

( )

( )

( )
( ) ,0

( )

( )
( ) ,0

( )

T y

x

T y

x

f x
E e x y d

f y

g x
E e y x d

g y

λ

λ

−

−

= <

= <

≤ ≤

≤ ≤

 

式中 

   

2 2 2 2

2

2 ( 2 ) 8

2( )f x x

σ μ σ μ λσ
σ

− + − +

=  

   

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 ( 2 ) 8 2 ( 2 ) 8

2 2( )g x x cx

σ μ σ μ λσ σ μ σ μ λσ
σ σ

− + − + − − − +

= +  

其中 

   

2 2 2

2

( 2 ) 82 2 2 2

2 2 2 2

( 2 ) 8 ( 2 )

( 2 ) 8 ( 2 )
c d

σ μ λσ
σσ μ λσ σ μ

σ μ λσ σ μ

− +− + + −
=

− + − −
 

  证明 对于二次可微有界函数 q 定义新的函数

( , ) ( )th t x e q xλ−= ，并对其关于
t

Z 应用伊藤公式有 

   
0

0 0

( , ) (0, ) ( , )d ( , )d
t t

t s s s

s

h h
h t Z h Z s Z s s Z Z

s Z
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2

2
0

1
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2

t

s s

s

h
s Z Z Z

Z
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∂∫  

       
0

0

( ) '( )d
t

s

s s
q Z e q Z U
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0

'( )d
t

s

s s s
e Z q Z B
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0
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⎣
∫  
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s s s
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       ( )

0
0

( ) ( )d
t

s

s
q Z e A q Z s

λ λ−+ −∫  

       
0

'( ) d
t

s

s
q d e Uλ− +∫ 0

'( )d
t

s

s s s
e Z q Z B

λσ −
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取定一个停时 ( )T y ，由鞅可选时定理有 

  
( )

( )

0
( ) '( ) d( )

T y
sT y

x x sT
E q x q d E e Ue q Z

λλ −− ⎡ ⎤= − +⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

( )

0
( )d

t
s

x s
E e A q Z s

λ λ−⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

  (1)当 0 x y d< < < 时，将 ( )q x 取成 ( )f x 并且注意

到
( )

( )

( )
0

( ) 0, 0, ( )d
T y

s

x T ys
A f x E f Z ye U

λ λ−⎡ ⎤= = =
⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ，则不

难得到 

   ( ) ( )
( )

( )

T y

x

f x
E e

f y

λ− =  

  (2)当 0 y x d< < < ，将 ( )q x 取成 ( )g x 并且注意到
( )

( )( ) 0, '( ) 0, ( )
T y

A g x g d g Z yλ = = = ，则不难得到 

    ( ) ( )
( )

( )

T y

x

g x
E e

g y

λ− =  

定理 2 所得结论即是反射几何布朗运动
t

Z 首中 

时的拉普拉斯变换． 
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