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摘 要：设 ( , )D V E= 为一个有向图，对于函数 { }: 1,0,1f V → − ，如果对任意的 v V∈ ，均有 ( [ ])
D

f N v−
1≥ 成立，则称

f 为图 D 的一个负控制函数，图 D 的负控制数 ( ) minDγ − = { ( ) |w f f 是 D 一个负控制函数} . 给出几类有向图的负

控制数的值，并得到一般有向图的负控制数的几个下界.  
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Abstract：Let ( , )D V A=  be a digraph. For a function { }: ( ) 1,0,1f V D → − ，if ( [ ]) 1f N v−
≥  for each vertex v V∈ ，

then f is called a minus dominating function on D . The minus domination number ( ) min{ ( ) |D w f fγ − = is a minus domi-

nating function on }D . The minus domination numbers were given for a few types of digraphs. And some lower bounds were 

obtained for minus domination number of general digraphs.  
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近年来，图的控制理论的研究内容越来越广泛，

各种控制概念相继产生，其中图的负控制数就是图的

控制理论中的一个重要参数.图的负控制由 Dunbar

等[1]于 1996 年首先提出，国内外很多图论工作者对

图的负控制进行了研究，研究成果不断丰富[2–8]
.以往

关于图的控制理论的研究主要是基于无向图，对于有

向图的研究目前文献较少[9–10]，特别是关于有向图负

控制方面的研究在国内外还未见报道.本文对有向图

的负控制进行研究，给出几类特殊有向图的负控制

数，并得到了一般有向图的几个下界. 

1 基本概念与符号 

本文所指的图均为有向简单图，文中未定义的符

号及术语同文献[11]. 

设 ( , )D V E= 为一个有向图，记 | ( ) |V D n= .对任意

的 ( )v V D∈ ，v 的入度闭邻域 [ ] { | ( , )N v u u v
− = }E∈ ∪  

{ }v . v 的出度为 ( )d v
+ ，入度为 ( )d v

− ，v 的度 ( )d v =  
( ) ( )d v d v

+ −+ .图 D 最大度、最大入度和最大出度分别

记为 Δ 、 −Δ 和 +Δ ；最小度、最小入度和最小出度分别

记为δ 、δ − 和δ + . 

如果 f 是 ( )S V D⊆ 到实数集的一个映射，则记

( )f S = ( )
v S

f v
∈∑ .特别地， ( ) ( ( ))w f f V D= 称为 f 的

权重. 

定义 1 设 ( , )D V E= 为一个有向图，对于函数

{ }: 1,0,1f V → − ，如 果 对 任 意 的 v V∈ ，均 有

( [ ])
D

f N v−
1≥ 成立，则称 f 为图 D 的一个负控制函

数，图 D 的负控制数 ( ) min{ ( ) |D w f fγ − = 是 D 一个

负控制函数} . 

2 特殊图的负控制数 

定理 1 设
n

C 是阶为 n 的有向圈， ( ) 2
n

C nγ − = ⎡ ⎤⎢ ⎥ . 

证明 将
n

C 的点依序标记为
1
v ，

2
v ，…，

n
v .设 f
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为
n

C 的一个负控制函数，则 

   ( ) ( )1 1
( [ ]) 1

n
f N v f v f v− = + ≥  

   ( ) ( )2 1 2
( [ ]) 1f N v f v f v− = + ≥  

�  

   ( ) ( )1
( [ ]) 1

n n n
f N v f v f v−

−= + ≥  

将这 n 个不等式左右分别相加，可得 

   
1 2

2( ( ) ( ) ( ))
n

f v f v f v n+ + +� ≥  

即 ( ) 2w f n≥ .由于 ( )w f 为整数，有 ( ) 2w f n⎡ ⎤⎢ ⎥≥ ，所

以 ( ) 2
n

C nγ −
⎡ ⎤⎢ ⎥≥ . 

另一方面，对于任意的点 ( )
i n
v V C∈ ，令 

1,
( )

0,
i

i
g v

i

⎧
= ⎨
⎩

为奇数

为偶数
 

则 g 为
n

C 的 一 个 负 控 制 函 数 ，且 ( )w g m= =  

2n⎡ ⎤⎢ ⎥ .因此， ( ) 2
n

C nγ − = ⎡ ⎤⎢ ⎥ . 

无向完全图
n

K 的每条边都加上方向而得到的有

向图称为竞赛图．下面将研究两个特殊竞赛图的负控

制数. 

若 点 集 为
1 2

( ) { , , , }
n

V D v v v= � 的 图 D 满 足

( , )
i j
v v E∈ 当且仅当 i j＜ ，则称图 D 为无圈竞赛图，记

为 ( )AT n . 

令 n 为不小于 3 的正奇数.设 2 1n k= + ，对于点

集为 ( )V D = { }0 1 1
, , ,

n
v v v −� 的图 D ，若对任意的 i ，都

有 k 条从
i
v 指向

1 2
, , ,

i i i k
v v v+ + +� 的有向边，其中的下标

1, 2, ,i i i k+ + +� 模 n 求余，则称图 D 为循环竞赛图，

记为 ( )CT n . 

定理 2 设 ( )AT n 为 ( 3)n n≥ 阶无圈竞赛图，则

( ( )) 1AT nγ − = . 

证明 根据 ( )AT n 定义，有 ( ( )) [ ]
n

V AT n N v
−= .设

f 是 ( )AT n 的一个负控制函数，则 ( )( ) ( ( ))w f f V AT n= =  

( )[ ] 1
n

f N v−
≥ .所以 (ATγ − ( )) 1n ≥ . 

下面分情况讨论. 

若 n 为偶数.考虑函数 : ( ( )) { 1,0,1}f V AT n → − ，使

得 ：当 1 2i n≤ ≤ 时 ， ( ) 1
i

f v = ；当 2 1i n= + 时 ，

( ) 0
i

f v = ；当 2 2n i n+ ≤ ≤ 时 ， ( ) 1
i

f v = − . 则 ，当

1 2i n≤ ≤ ，有 ( )[ ] 1
i

f N v i− = ≥ ；当 2 1i n= + 时，有

( )[ ] 2 1
i

f N v n− = ≥ ；当 2 2n i n+ ≤ ≤ 有 ( )[ ]
i

f N v− =  

1 1n i− + ≥ .故 f 是一个负控制函数且 ( ) 1w f = ，故

( ( )) 1AT nγ −
≤ . 

若 n 为奇数，考虑函数 : ( ( )) { 1,0,1}f V AT n → − ，

使得：当 1 ( 1) 2i n +≤ ≤ 时， ( ) 1
i

f v = ；当 ( 3) 2n + ≤  

i n≤ 时 ， ( ) 1
i

f v = − ．则 ，当 1 ( 1) 2i n +≤ ≤ 时 ，有

( [ ]) 1
i

f N v i− = ≥ ；当 ( 3) 2n i n+ ≤ ≤ 时，有 ( [ ])
i

f N v− =  

1 1n i− + ≥ .故 f 为 负 控 制 函 数 且 ( ) 1w f = ，因 此

( ( )) 1AT nγ −
≤ . 

综上所述， ( ( )) 1AT nγ − = . 

定理 3 设 ( )CT n 为奇阶 3n≥ 的循环竞赛图，则

( ( )) 2CT nγ − = . 

证明  设 f 为 ( )CT n 的 一 个 负 控 制 函 数 .根据

( )CT n 定 义 ，对 任 意 的 ( ( ))
i
v V CT n∈ 有 [ ]

i
N v

− =  

1
{ , , , }

i k i i
v v v− −� ，下 标 模 n 求 余 . 故 有 ( [ ])

i
f N v− =  

1
( ) ( ) ( ) 1

i k i i
f v f v f v− −+ + +� ≥ ，令 0,1,2, , 1i n= −� ，可

得 

   
0 1 0

( [ ]) ( ) ( ) ( ) 1
n k n

f N v f v f v f v−
− −= + + +� ≥  

   
1 1 0 1

( [ ]) ( ) ( ) ( ) 1
n k

f N v f v f v f v−
− += + + +� ≥  

           �  

   
1 1 2 1

( [ ]) ( ) ( ) ( ) 1
n n k n n

f N v f v f v f v−
− − − − −= + ⋅⋅ ⋅ + + ≥  

对上述不等式两边分别相加，可得 

   
0 1 1

( 1)( ( ) ( ) ( ))
n

k f v f v f v n−+ + + ⋅⋅ ⋅ + ≥  

故
0 1 1

2 1
( ) ( ( ) ( ) ( ))

1 1
n

n k
w f f v f v f v

k k
−

+= + + + =
+ +

� ≥ ，

而 ( )w f 为整数，可得 ( ) 2w f ≥ ，即 ( ( )) 2CT nγ −
≥ . 

对于任意的 ( )CT n ，令 V
− = ∅ ， { }0 1

,
k

V v v
+

+= ，

{ }0

1 2 2 1
, , , , , ,

k k n
V v v v v v+ −= � � . 定 义 函 数 : { 1,f V → −  

0,1} ，使 得 ：当 0
v V∈ 时 ， ( ) 0f v = ；当 v V

+∈ 时 ，

( ) 1f v = .则对任意的 ( ( ))v V CT n∈ ，有 ( [ ]) 1f N v−
≥ .故

f 是
n

C 的 一 个 负 控 制 函 数 ，且 ( ) 2w f = ，因 此

( ( ))CT nγ −
2≤ . 

综上所述， ( ( )) 2CT nγ − = . 

3 有向图负控制数的下界 

定理 4 设 D 为阶 3n≥ 的有向图，则 ( )Dγ −
≥  

4 n− ，且这个界是紧致的. 

证明 设 f 为图 D 的一个负控制函数.若对任意

的 ( )v V D∈ ，均有 ( ) 0f v ≥ ，则任取 ( )V D 中一点 v ，有

( ) ( [ ]) 1w f f N v−
≥ ≥ ，根据假设，有 ( ) 1 4w f n−≥ ≥ .

若存在 ( )v V D∈ ，使得 ( ) 1f v = − ，由于 ( [ ]) 1f N v−
≥ ，

则 至 少 存 在 两 个 赋 值 为 1 的 点 属 于 [ ]N v− ，即

| | 2V
+
≥ ，又由于 | | | |V V n

+ −+ ≤ ，故 | | | |V n V
− +−≤ ≤  

2n − ，有 ( ) | | | | 2 ( 2) 4w f V V n n+ −= − − − = −≥ ，即

( )Dγ −
≥ 4 n− . 

  对 于 阶 为 3n≥ 的 图 D ，令
3 4

{ , , , }
n

V v v v
− = � ，

0
V = ∅ ，

1 2
{ , }V v v

+ = ，点集 ( )V D = 0
V V V

+ −
∪ ∪ ，边集
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1 3 1 2 3
( ) {( , ), , ( , ), ( , ), ,

n
E D v v v v v v= � �

2
( , )}

n
v v .考虑映射

: ( )f V D → { 1,0,1}− ，使得：当 v V
+∈ 时， ( ) 1f v = ；当

0
v V∈ 时， ( ) 0f v = ；当 v V

−∈ 时， ( ) 1f v = − .则对任意

的 ( )v V D∈ 有 ( [ ]) 1f N v− = ，所以 f 为 D 的一个负控

制函数且 ( ) 4w f n= − ，这表明 ( ) 4D nγ − = − ，即这个

界是紧致的. 

由定理 4 可知有向图的负控制数可以任意小. 

推论 对任意正整数 t ，都存在有向图 D 使得

( )D tγ − = − . 

定理 5 设 D 是最大度为 2Δ≥ 的 n 阶有向图，

则
2

( )
2

D nγ − − Δ
+ Δ

≥ . 

证明 设 f 为 D 的一个负控制函数 .令 V
− =  

{ | ( ) 1, ( )}v f v v V D= − ∈ ， 0 { | ( ) 0, ( )}V v f v v V D= = ∈ ，

{ | ( ) 1, ( )}V v f v v V D+ = = ∈ . 若 V
− = ∅ ，结 果 显 然 成

立 . 若 | | 1V
−
≥ ， 设

1
E = {( , ) | , ,u v u V v V

+ −∈ ∈  

( , ) ( )}u v E D∈ ，令
1

| |k E= . 对 任 意 的 v V
−∈ ，必 有

( [ ]) 1f N v−
≥ ，因此从V

+ 中的点指向 v 的边至少有 2

条，故 2 | |k V
−

≥ .由于 D 中点的最大度为 Δ ，所以

| |k V
+ Δ≤ .联 立 不 等 式 可 得 | | 2 | |V V

+ − Δ≥ ，则 有

| | | | (2 ) | |n V V V
+ − −+ + Δ Δ≥ ≥ ，即 | |

2

n
V

− Δ
Δ +

≤ .则 有

( ) | | | |w f V V+ −= − ≥
2

| |V
−− Δ

Δ
≥

2

2
n

− Δ
+ Δ

. 因 此 ，

2
( )

2
D nγ − − Δ

+ Δ
≥ . 

定理 6 设 D 是满足 2δ+ +Δ +≥ 的 n 阶有向图，

则
2

( )
2

D n
δγ
δ

+ +
−

+ +

+ − Δ
+ + Δ

≥ . 

  证明 设 f 为 D 的一个负控制函数 .令 V
− =  

{ | ( ) 1, ( )}v f v v V D= − ∈ ， 0 { | ( ) 0,V v f v= =  ( )}v V D∈ ，

{ | ( ) 1, ( )}V v f v v V D+ = = ∈ .若 | | 0V
− = ，结果显然成立.

若 | | 1V
−
≥ ，对任意的 v V

−∈ ，必有 ( [ ]) 1f N v−
≥ ，因此

从V
+ 中的点指向 v的边至少有 2 条，故从V

+ 指向V
−

的边至少有 2 | |V
− 条.由题设，以V

− 中的点为始点的

边至少有 | |Vδ + − 条，对其中每一条边的终点，至少要

对应有一条V
+ 中的点为始点的边指向该终点，故以

V
+ 中的点为始点的边至少为 2 | | | |V Vδ− + −+ 条 .则

2
| | | |V V

δ +
+ −

+

+
Δ

≥ ，故
(2 )

| | | | | |n V V V
δ + +

+ − −
+

+ + Δ+
Δ

≥ ≥ ，

即 | |
2

V n
δ

+
−

+ +

Δ
+ + Δ

≤ . 因 此 ， ( ) | | | |w f V V+ −= − ≥  

2
| |V

δ + +
−

+

+ − Δ
Δ

≥
2

2
n

δ
δ

+ +

+ +

+ − Δ
+ + Δ

. 

  所以，
2

( )
2

D n
δγ
δ

+ +
−

+ +

+ − Δ
+ + Δ

≥ . 
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