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关于实对称带状矩阵逆特征值问题的广义 Lanczos 算法 
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(天津科技大学理学院，天津 300457) 

 

摘  要：针对实对称带状矩阵的逆特征值问题，提出了一种新的能适应重特征值逆问题算法—— 广义 Lanczos 算

法．它是在块 Lanczos 算法、拟 Lanczos 算法的基础上的进一步扩张，通过实际计算验证，该算法简单且数值稳定． 
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On the Generalized Lanczos Algorithm of Inverse Problem for  

Real Symmetric Band Matrix 

LI Jie-hong 
(College of Science，Tianjin University of Science & Technology，Tianjin 300457，China) 

Abstract：A new algorithm was generalized by Lanczos algorithm on the real symmetric band matrix of inverse problem. 

The generalized Lanczos algorithm can apply to multiple eigenvalue inverse problem. It is increased by block-Lanczos algo-

rithm and quasi-Lanczos. Numerical results shows that the algorithm is simple and stable.  

Keywords：eigenvalue；inverse problem；Lanczos algorithm  
 

关于实对称带状矩阵的逆特征值问题，1977 年， 

Boleg 和 Golub
[1]提出了块 Lanczos 算法；1979 年， 

Friedland
[2]讨论了一般实对称矩阵反问题的存在性，

并给出了一种递推算法；1986 年，殷庆祥[3]提出了一

种拟 Lanczos 算法，改进了块 Lanczos 算法．对于实

对称带状矩阵的逆特征值问题在文献[4–5]中有详尽

的介绍，文献[6]对 2p = 的情况求解了带状矩阵的逆

特征值问题．为了克服块 Lanczos 算法和拟 Lanczos

算法的缺陷，本文针对带宽为任意情况下的带状矩阵

逆特征值提出了一种新的算法——广义 Lanczos 算

法．该算法取消了块 Lanczos 算法的第二个要求． 

问题 设 Α 为实对称矩阵， ( )
, 1

n

ij i j
a

=
=A ，而对于

i j p− ＞ 时有 0
ij
a = ，称 Α 为实对称带状矩阵[3]，p 称

为矩阵 Α的半带宽．以 ( )kA 表示 Α的 k 阶到顺序主

子 矩 阵 ． ( ) ( )
,

n

ij i j k
k a

=
=A ，给 定 实 数 列 { } 1

( )

1

n k
k

i
i

λ
− +

=
, 

1,2, , 1k p= +� ，满足 

   ( ) ( 1) ( )

1

k k k

i i i
λ λ λ+

+≤ ≤                      (I) 

或者 

   ( ) ( 1) ( )

1

k k k

i i i
λ λ λ+

+＜ ＜                       (II) 

   1,2, , 1, 1,2, , 1i n k k p= − + = +� �  

求实对称带状矩阵 Α，使 ( )kA 具有特征值{ } 1
( )

1

n k
k

i
i

λ
− +

=
， 

1,2, , 1k p= +� ．  

用广义 Lanczos 算法求解实对称矩阵的逆特征

值问题可以分为以下两步：(1)由矩阵 Α的 p＋1 个有

关的顺序主子矩阵的特征值来计算所求矩阵 Α 的标

准 化 了 的 特 征 向 量 的 前 p＋ 1 个 分 量 ；(2)用 拟

Lanczos 算法产生一个实对称带状矩阵 Α．本文主要

讨论第一步． 

引理 1 设
T

11

2

a b

b

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥Λ⎣ ⎦

B ，其中 T

1 2 1
( , , , ),

n
b b b b −= �  

( )2 2 2

2 1 2 1
diag , , ,

n
λ λ λ −Λ = � ，则 可 以 确 定

i
b ( 1,2, ,i = �  

1)n − 和
11
a ，使矩阵 B 具有特征值 (1) (1) (1)

1 2, , ,
n

λ λ λ� ． 

证明 若 (2) (2) (2)

1 2 1, , ,
n

λ λ λ −� 互异，则 

   
T

11

2

det( ) det
a b

b
μ μ

⎡ ⎤⎡ ⎤
− = − =⎢ ⎥⎢ ⎥Λ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

I B I  
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T

11

1 2

det

n

a b

b

μ
μ −

⎡ ⎤− −
⎢ ⎥− − Λ⎣ ⎦I

 

把上式展开得 

   ( ) ( )
1

(1) (2)

11
1 1

( )
n n

j j
j j

aμ λ μ μ λ
−

= =
Π − = − Π − −  

     
1 1

2 (2)

1
1

( )
n n

k j
j

k j k

b μ λ
− −

== ≠

Π −∑            (1) 

令 (2)
, 1,2, , 1

k
k nμ λ= = −� 得 

1
(2) (1) 2 (2) (2)

1 1
( ) ( )

n n

k j k k j
j j

j k

bλ λ λ λ
−

= =
≠

Π − = − Π −  

故， 

1
2 (2) (1) (2) (2)

1 1
( ) / ( )

n n

k k j k j
j j

j k

b λ λ λ λ
−

= =
≠

= − Π − Π −     (2) 

同时，在式(1)中，比较 1nμ − 的系数得 

1 1
(1) (2)

11

1 1

n n

j j

j j

a λ λ
− −

= =

= −∑ ∑                     (3) 

若 (2) (2) (2)

1 2 1, , ,
n

λ λ λ −� 之中有相同的，则可先进行降阶处

理．为不失一般性，可假设 

   (2) (2) (2)

1 1, 1
m m n

mλ λ λ+ −= = =� ≥  

由隔离条件(I)有 

(2) (1) (1) (2)

1 1 1m m n n
λ λ λ λ+ − −= = = =�  

此时，可令
1 2 1

0
m m n
b b b+ + −= = = =� ，则 

   

11 1 2

(2)

1 1

(2)

2 2

(2)

(2)

1

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

m

m m

n

a b b b

b

b

b

λ
λ

λ

λ −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B

� �

� �

� �

� � � � � �

� �

� � � � � �

� �

＝ 

     
( 1) ( )

( ) ( 1) 1

m n m

n m m n m

+ × −

− × + − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

C O

O D
 

式中： ( 1) ( ) ( ) ( 1)m n m n m m+ × − − × +O O与 是两个零矩阵，
1n m− − =D  

(2) (2) (2)

1 2 1diag( , , , )
m m n

λ λ λ+ + −�  

  若 此 时 (2) (2) (2)

1 2, , ,
m

λ λ λ� 已 经 互 异 ，则 只 须 由
(2) (2) (1) (1)

1 1, , , , ,
m n

λ λ λ λ� � 确定
1 2 11
, , , ,

m
b b b a� ，使得矩阵C

具 有 特 征 值 (2) (2) (1) (1)

1 1, , , , ,
m n

λ λ λ λ� � 便 可 ，若
(2) (2) (2)

1 2, , ,
m

λ λ λ� 还有相同的，则继续上述过程便可． 

证毕． 

引理 2  设 1 (1) (1) (1)

1 2diag( , , , )
n

λ λ λ− =X BX � ，其中

B 同引理 1， ( 1,2, , 1)
k
b k n= −� 由式(2)确定，X 是由

B 的特征向量构成的矩阵，且 X 的列两两正交，如果

{ }(1)

1

n

i
λ 和{ }(2)

1

n

i
λ 满足隔离条件(II)，则可取 

   
1

1, 1,2 , 1
j

x j n= = −�                    (4) 

   1 (1) (2)
, 1,2 , , 1,2, , 1k

k j

j k

b
x j n k n

λ λ+ = = = −
−

� �  (5) 

ij
x 表示 X 的 ( , )i j 位置元素，若 (1) (2)

j kλ λ= ，则对应于
(1)

j
λ 的特征向量取为

1k+e ，同时将 X 的第 1k + 行当中

其余元素写成 0． 

注：在证明该引理之前，先说明一种情形，实际上

引理中 (1) (2)

j kλ λ= 只是说明 j k= 的情况，对于 j k≠ ，则

对应 (1)

1jλ + 的特征向量可取为
2k+e ，同时将 X 的第 2k +

行其余元素取为 0，对于 (1)

2j
λ + �可依次类推，这可以从

以下的证明中看出． 

证明 设 ( )T1 2 1 2
( , , , ), , , ,

n j j j nj
x x x x x x= =X x� � 为

对应 (1)

j
λ 的特征向量 ( 1,2, , )j n= � ，那么由 

   ( )1 (1) (1) (1)

1 2diag , , ,
n

λ λ λ− =X BX �  

得到 (1)

j j j
λ=Bx x ，(j=1,2,…,n) 

将上式展开得 

   

(2) (1)

1 1 1 2 2

(2) (1)

1 1 1

(2) (1)

1 1 1 2 2

(2) (1)

1 1

1
(1)

11 1 1 1

1

, 1,2, ,

j j j j

k j k k j j k j

k j k k j j k j

n j j nj j nj

n

j k k j j j

k

b x x x

b x x x

b x x x
j n

b x x x

a x b x x

λ λ

λ λ
λ λ

λ λ

λ

+ +

+ + + +

−

−

+
=

⎧ + =
⎪
⎪
⎪ + =
⎪

+ =⎪ =⎨
⎪
⎪ + =
⎪
⎪

+ =⎪
⎩

∑

��

�

��

   (6) 

整理得 

   

1 1(1) (2)

21
(1)

11(1) (2)
1

7

8

k
k j j

j k

n
k

j

k j k

b
x x

b
a

λ λ

λ
λ λ

+

−

=

⎧ =⎪ −⎪
⎨
⎪ + =
⎪ −⎩
∑

( )

( )

 

从式(6)可知
1

0
j

x ≠ ，故可令
1

1
j

x = ，得 

   (2) (2)

1 ( ), 1,2, , 1, 1,2, ,k j k j kx b k n j nλ λ+ = − = − =� �  

从而式(4)、(5)得证，对于由式(4)、(5)确定的 X ，

其列两两正交，这是显然的，在条件(II)下且 T=B B ，

则有 T 0( ; , 1,2, , )i j i j i j n= ≠ =x x � ． 

当 (1) (2)

j kλ λ= 时，由式(6)可取 

   
T

1

1
0, ,0,1,0, ,0

k

j k

+

+
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x e � �  

显然
j

x 是 (1)

j
λ 所对应的特征向量，但是这样取得的

j
x

不 一 定 满 足 正 交 关 系 ，为 了 使 其 满 足 则 必 有
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1
0( ; , 1,2, , )

k i
x i j i j n+ = ≠ = �  

但从式(2)知，当 (1) (2)

j kλ λ= 时， 0
k
b = ，又由式(6)

知，此时由式(4)和(5)求的
j

x 仍是 (1)

j
λ 所对应的特征

向量． 

当 k j≠ 时，由式(6)知， (1)

1jλ + 对应特征向量可取

1j+ =x

T
1

0, ,0,1,0, ,0
k+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

� � ， (1)

2j
λ + �对应的特征向量可依

次取得．证毕． 

引理 3 设 ( )
, 1

n

ij
i j

a
=

=A 为实对称矩阵，具有特征

值 { }
1

n

i i
λ

=
，矩阵 ( )(2)

, 2

n

ij
i j

a
=

=A 具有特征值 { } 1

1

n

i i
μ −

=
，如果

T= ΛA Q Q ，其中 ( )1 2
diag , , ,

n
λ λ λΛ = � ， ( )

, 1

n

ij
i j

q
=

=Q 且

T =Q Q I ，则 

   ( ) ( )
1

2

1
1 1,

/

n n

j k j k j
k k k j

q μ λ λ λ
−

= = ≠
= ∏ − ∏ −           (9) 

证明 先考虑 A 无重特征值的情形：对
i

λ λ≠  

( 1,2, , )i n= � 有 

   

( ) ( )( )
( )( )
( ) ( )
( ) ( )

1

1
T

1
T

1 T

adj det

det

det

det

Q

λ λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

−

−

−

−

− = − − =

− − Λ =

⎡ ⎤− − Λ =⎣ ⎦

− − Λ

I A I A I A

I A I Q Q

I A I Q

I A Q I Q

 

比较上式两边(1，1)位置上的元素，有 

   ( ) ( ) ( )(2) (2) 2

1

1

det det /

n

j j

j

qλ λ λ λ
=

− = − −∑I A I A  

即， 

   ( ) ( )
1 1

2

1
1 1

1

nn n

k j k
k k

j k j

qλ μ λ μ
− −

= == ≠

Π − = Π −∑  

上式两边都是关于 λ 的 1n − 次特征多项式，对一切

( 1,2, , )
j
j nλ λ≠ = � 均 成 立 ，因 而 为 恒 等 式 ，故 令

( 1,2, , )
j
j nλ λ= = � ，得 ( ) ( )2

1
1 1

n n

k j j k j
k k

k j

qμ λ λ λ
= =

≠

Π − = Π − ，

2

1 j
q  ( )

1

1

n

k j

k

μ λ
−

=

= −∑ ．于是式(9)得证． 

  其次，考虑 A有重特征值的情形，此时可以对 A

进行降阶处理． 

  为不失一般性，假设
1 2 m

λ λ λ= = =� ，由隔离条件

(I)，亦即
1i i i

λ μ λ +≤ ≤ 得， 

   
1 1 2 2 1m m

λ μ λ μ μ λ−= = = = = =�  

由于
m

λ 为实对称矩阵 A的 m 重特征值，根据高等代

数理论可知，A的属于
m

λ 的特征向量空间为 m 维，因

此，可以得特征子空间
m

Vλ 如下形式的一组基向量： 

   

( )
( )

( )
( )

T

1

T

2

T

1

T

0,0,0, 0,1,

0,0,0, 1,0,

0,1,0, 0,0,

1,0,0, 0,0,

m

m

−

⎧ = ∗ ∗
⎪
⎪ = ∗ ∗
⎪
⎨
⎪ = ∗ ∗⎪
⎪ = ∗ ∗⎩

x

x

x

x

� �

� �

��

� �

� �

 

然后，对
1 2
, , ,

m
x x x� 施行施密特正交化过程所得到

结果记为
1 2
, , ,

m
q q q� ，显然 ( 1,2, , 1)

j
j m= −q � 的第一

个分量为 

   
1

0 ( 1,2, , 1)
j

q j m= = −�                                    (10) 

最后由{ }n

i i m
λ

=
和{ } 1n

i i m
μ −

=
及式(8)计算出 2

1
( , , )
j

q j m n= � . 

如果此时 { }
1

n

i i m
λ

= +
中还有重特征值，则继续按照上述

方法处理，因此引理 3 得证． 

定理 1 设 ( )
, 1

n

ij
i j

a
=

=A 为实对称矩阵，记 ( )kA  

( )
,

n

ij i j k
a

=
= 且 ( )kA 具 有 特 征 值 { } 1

( )

1

n k
k

i
i

λ
− +

=
， 1,k =  

2, , 1p +� ，满足 ( 1) ( )

1

k k k

i i i
λ λ λ+

+≤ ≤ ， 1,2, ,k = � ,p i = 1,  

2, ,n k−� ， ( )(1) (1) (1)

1 2diag , , ,
n

λ λ λΛ = � ，又设 TΛ =Q Q A ，

其 中 ( )
, 1

n

ij
i j

q
=

=Q 且 T =Q Q I ，则 Q 的 前 p 行 可 由

{ } 1
( )

1

n k
k

i
i

λ
− +

=
( 1,2, , 1)k p= +� 计算得出． 

证明 对 p 采用归纳法 

(1) 当 1p = 时，即为引理 3 之情形，此时
1 j
q 的计

算公式由式(9)、(10)给出； 

(2) 现设 p r n＜ ＜ 时，定理结论成立，并设 (2) =A  

T

2 2 2
ΛQ Q ，其中 T

2 2 1n−=Q Q I ，
2

Λ = (2) (2) (2)

1 2 1diag ( , , , ),
n

λ λ λ −�  

则 由 归 纳 假 设 (2) ( 1,2, ,
ij
q i = � 1, 1,2r j− = , 1)n −�  

已算出． 

设 

   
T

11

T

2 2 2

1 1 a b

b

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ Λ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A B
Q Q

      (11) 

其 中 ， ( ) ( )T

1 2 1 12 13 1 2
, , , , , ,

n n
b b b b a a a−= = Q� � ，则 由 引

理 1 知，可以确定 ( 1,2, , 1)
i
b i n= −� 和

11
a ，使 B 有特征

值 (1) (1) (1)

1 2, , ,
n

λ λ λ� ．即由引理 1 求
11k

b a和 为 

   ( ) ( )
1

(2) (1) (2) (2)

1 1
/ , 1,2, , 1

n n

k k j k j
j j

j k

b k nλ λ λ λ
−

= =
≠

= − Π − Π − = −�  

   (1) (2)

11

1 1

n n

j j

j j

a λ λ
= =

=∑ ∑  

设 X 是由 B 的特征向量所形成之矩阵，且有

( )1 (1) (1) (1)

1 2diag , , ,
n

λ λ λ− =X BX � ，则由引理 2，可求出 
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   ( )
1

(1) (2)

1,

1( 1,2, , )

/ ( 1,2, , , 1,2, , 1)

j

k j k j k

x j n

x b j n k nλ λ+

= =

= − = = −

�

� �

 

若 (1) (2)

j kλ λ− ，则对应于 (1)

j
λ 的特征向量取为

1k+e ，同

时，将 X 的第 1k + 行当中其余的元素记为 0，将 X 的

列向量单位化后所得出正交矩阵记作Q ，则由于 

   T

T T

2 2 2 2

1 1 1 1⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = Λ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A B Q Q
Q Q Q Q

 

于是 

   
2

1

Q

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

Q Q  

因此 

  
1

(2)

1 1 1, 1,

1

, ( 2,3, , , 1,2, , )
n

j j ij i k k k

k

q q q q q i r j n
−

− +
=

= = = =∑ � �  

  于是由归纳原理知，对于 ,1p p n≤ ≤ 时定理结

论成立．证毕． 
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