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异结构分数阶四翼混沌系统的同步及电路实现 
 

贾红艳，王庆合 
(天津科技大学电子信息与自动化学院，天津 300222) 

 

摘  要：介绍了 2 个不同的分数阶四翼混沌系统，给出了它们的四翼混沌吸引子的相轨迹图．基于主动控制同步思

想，利用分数阶稳定性理论，实现了这 2 个分数阶混沌系统之间的同步．通过理论分析和数值仿真验证了该方法的可

行性．采用模拟电路技术实现了该同步控制，电路仿真的结果与数值仿真结果一致，进一步证实了方法的有效性． 
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Synchronization of Four-wing Fractional-order Chaotic System with  

Different Structures and its Circuit Implementation 

JIA Hongyan，WANG Qinghe 

(College of Electric Information and Automation，Tianjin University of Science & Technology，Tianjin 300222，China) 

Abstract：First of all，two four-wing chaotic attractors of two different four-wing fractional-order chaotic systems were 

given．Then based on active control synchronization and the stability theory of fractional order，synchronization between two 

fractional-order chaotic systems was achieved．The feasibility of the method was verified through theoretical analysis and

numerical simulation．At last，analog circuit technology was used to realize the synchronization control．The result of the 

circuit simulation is consistent with the numerical simulation，which confirmed the effectiveness of the proposed method. 
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近年来，混沌同步控制已成为非线性动力学的研

究热点．随着研究的深入，已提出了多种混沌同步控

制方法，如：驱动–响应同步法[1]、变量反馈控制同步

法[2–3]、主动–被动同步法[4-6]、相互耦合同步法[7]、自

适应同步法[8]、脉冲同步法[9]等．随着在大量分数阶

系统中发现混沌现象，如在分数阶 Chen 系统[10]、分

数阶 Chua’s 电路[11]、分数阶 Lorenz 系统[12]中发现混

沌吸引子，关于分数阶系统中的混沌动态成为了人们

研究的热点．由于分数阶混沌系统的同步比整数阶

混沌系统的同步在工程实践中具有更为突出的优点，

因此关于分数阶混沌系统的同步引起了人们越来越

多的研究，并取得了丰富的成果．例如：潘光等[13]研

究了分数阶 Liu 系统和 Arneodo 系统的自适应滑模

同步控制；张若洵等[14]设计了 3 种同步方法，实现了

1 个分数阶新超混沌系统的同步；Zhou 等[15]利用反

馈控制实现了 1 个分数阶超混沌系统的同步． 

以上研究大部分是同结构分数阶系统之间的同

步．异结构系统之间的同步在近年来也有了一定的

研究，如李东等[16]用主动控制同步法和自适应控制

同步法实现了 2 个分数阶超混沌系统的异结构同步；

张成芬等[17]利用 Active 控制技术实现了分数阶 Liu

系统与分数阶统一混沌系统的异结构同步；张若洵等
[18]等提出了 1 种分数阶混沌系统异结构同步方法，

并用实例进行了验证；王亚民等[19]用广义投影同步

方法实现了不同阶异结构分数阶混沌系统的同步. 

但大部分的研究是理论分析和数值仿真，而用模拟电

路来实现异结构分数阶混沌同步的研究则很少． 

另外，关于多翼混沌系统的研究最近也吸引了研
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究者的关注，如 Xue 等[20]提出和分析了 1 个四翼超

混沌系统；Guo 等[21]用拓扑马蹄引理分析了 1 个分

数阶四翼 Qi 系统等．由于四翼混沌系统具有比双翼

吸引子更为复杂的动力学特性，系统信号具有较宽的

频谱带宽[22]，这使四翼混沌系统的同步控制在保密

通信领域中拥有更突出的优点和应用前景，其中的异

结构分数阶系统在保密通信领域更具有普遍性[23]，

因此研究异结构四翼混沌系统的同步控制，尤其是分

数阶四翼混沌系统的同步控制具有重要的理论意义

和实用价值． 

Jia 等[24]和 Qi 等[25]分别研究了分数阶四翼混沌

系统和整数阶三维四翼混沌系统，如果把整数阶的四

翼混沌系统转换为分数阶，通过控制方法实现这 2 个

分数阶混沌系统的同步，即实现 2 个分数阶多翼混沌

系统的异结构同步，将会丰富混沌同步的研究．本文

基于主动控制同步思想，利用分数阶稳定性理论实现

了这 2 个分数阶四翼混沌系统的同步，然后用数值仿

真验证了该方法的可行性，并用模拟电路实现了这 2

个四翼混沌系统的异结构同步． 

1 异结构分数阶四翼混沌系统 

贾红艳等[24,26]利用拓扑马蹄引理和模拟电路实

现分析和研究了 1 个三维四翼分数阶系统的混沌特

性，其数学表达式为 
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式中：α是分数阶次；a，b，c，d 是系统参数．当阶次 

α＝0.9，系统参数 a＝0.5，b＝12，c＝5，d＝1 时，它

的混沌吸引子呈现四翼状态，如图 1 所示． 

 

图 1 式(1)系统的四翼混沌吸引子 

Fig. 1  Four-wing chaotic attractor of the system shown

by equation(1) 

Qi 系统[25]的分数阶数学表达式可以描述为 
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式中：f，g，h，k，l∈ R ；0 1q＜ ＜ ．Qi 系统具有复杂的

动力学特性，当 0.9q = ， 8 / 3f = ， 80g = ， 1h = − ，

35l = ， 1k = 时，系统会表现出 1 个两翼混沌吸引子. 

当 0.9q = ， 43f = ， 1g = − ， 16h = ， 4k = ， 14l = 时，

系统会呈现出 1 个四翼混沌吸引子，如图 2 所示．本

文主要研究的是阶次都为 0.9 时这 2 个系统的四翼

混沌吸引子形态． 

 

图 2 式(2)系统的四翼混沌吸引子 

Fig. 2 Four-wing chaotic attractor of the system shown 

by equation(2) 

从图 1 和图 2 可以看出：2 个系统的四翼混沌吸

引子看似一致，然而它们的动态特性却明显不同．式

(1)系统的四翼混沌吸引子是呈现在
1 1
y z− 投影平面

上 的 ，而 式(2)系 统 的 四 翼 混 沌 吸 引 子 则 呈 现 在

2 2
x z− 投影平面上． 

2 同步研究 

在进行 2 个系统的同步控制研究时，通常需将其

中一个系统选为驱动系统，另一个则作为响应系

统．本文中将式(1)系统作为驱动系统，式(2)系统为

响应系统，反之也可实现，这里不再赘述．为了实现

同步，作为响应系统的式(2)系统被改写为 
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式中：
1

U ，
2

U ，
3

U 是用来实现系统同步的控制器．即

可通过选择合适的控制器
1 2 3

( , , )U U U ，使 2 个系统达

到同步，也就是 lim 0
t

e

→∞
=� � ． 

定 义 系 统 的误差为 T

1 2 3
( , , )e e e=e ，其 中

1
e =  

2 1
x x− ，

2 2 1
e y y= − ，

3 2 1
e z z= − ．根据主动控制同步思

想，可以得到误差动力学系统方程为 
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整理可以得到 

 

( ) ( )

( )

( )

0.9

1

1 2 2 20.9

2 2 1 1 1

0.9

2

2 2 2 10.9

2 2 1 1 2

0.9

3

3 1 2 2 2 1 1 30.9

d

d

d

d

d

d

e
ae e l a x l d y

t

ky z y z U

e
be gx h b y z

t

x z x z U

e
ce x f c z x y x y U

t

⎧
= + − + + − +⎪

⎪
+ +⎪

⎪⎪ = − + + + + −⎨
⎪

− +⎪
⎪

= − + − + + − +⎪
⎪⎩

(5)

 

这时选择控制器 
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其中
1

W ，
2

W ，
3

W 是控制输入项，即可以通过选择合

适的
1

W ，
2

W ，
3

W ，使误差动力学系统渐进稳定，误差

1
e ，

2
e ，

3
e 在时间 t趋于无限时渐进为零． 

将式(6)代入式(5)，整理可得 
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由分数阶线性系统稳定性理论可知，当误差动力学系

统特征矩阵的所有特征值均具有负实部，即所有特征

值的幅角满足 | arg | 0.5π
i

qλ ＞ ，可使误差状态变量渐

进收敛到零，也就是 lim 0
t

e

→∞
=� � ，从而使 2 个系统同

步．为简化计算和便于设计同步模拟电路，选择 
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将式(8)代入式(7)，则误差动力学系统简化为 
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经计算可得特征值为 1− ， b− ， c− ．由于 0b＞ ， 0c＞ ，

因此特征值均为负数．根据分数阶线性系统稳定性

理论，误差状态变量渐进趋近于零，即 lim 0
t

e

→∞
=� � ．根

据理论分析可知，驱动系统(1)和响应系统(3)实现了

同步． 

3 数值仿真分析 

  根据以上同步设计进行数值仿真．式(1)系统和

式(2)系统的参数取值为 5a = ， 12b = ， 5c = ， 1d = ，

43f = ， 1g = − ， 16h = ， 4k = ， 14l = ，系统变量的初

值 分 别 取 为 ( )1
0 0.1x = ， ( )1

0 0.2y = ， ( )1
0 0.3z = ，

2
1(0)x = − ，

2
2(0)y = − ，

2
3(0)z = − ，取 时 间 步长为

0.001，仿真结果见图 3 和图 4． 

  图 3 为驱动–响应系统对应的状态变量随时间变

化的曲线 ，可 以 看 出 驱 动–响 应 系 统 的 状 态 变 量

1 2
x x− ，

1 2
y y− ，

1 2
z z− 随时间变化的曲线几乎完全 

一致． 

 

 

 (a)
1 2
x x- 随时间变化                    (b)

1 2
y y- 随时间变化                   (c)

1 2
z z- 随时间变化 

图 3 驱动-响应系统的状态变量随时间变化的曲线 

Fig. 3 Curves of the state variables of the drive-response systems versus time 
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  图4为误差变量
1
e ，

2
e ，

3
e 随时间变化的曲线，可

以看出误差随着时间的变化也逐渐趋近于零．因此 

可以得出结论，式(1)系统和式(3)系统实现了同步，

这也说明了理论分析中提出的同步方法是可行的. 

 

 

   (a),误差变量
1
e 随时间变化的曲线         (b),误差变量

2
e 随时间变化的曲线         (c),误差变量

3
e 随时间变化的曲线 

图 4 误差变量随时间变化的曲线 

Fig. 4 Curves of error variables versus time 

 

 

4 同步电路设计 

为进一步验证上述理论分析的正确性，采用了

时域–频域近似转换法，基于改进型电路模块设计了

模拟同步控制电路，见图 5．电路中的乘法器采用

AD633(输出增益为 0.1)，运算放大器采用 LF347N，
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15

C ＝
18

C ＝1.1μF ．用

电路仿真软件进行仿真，其中关于
1 2
x x− 的同步相轨

迹和同步时序图见图 6．
1 2
x x− 的同步相轨迹是 1 条

直线，同步时序图几乎完全一致，并且电路仿真结果

与数值仿真的结果一致，表明 2 个系统实现了同步，

说明上述的理论分析正确，提出的同步方法可行. 

 

  

(a),驱动电路                                                              (b),响应电路 

图 5 驱动-响应系统的同步电路 

Fig. 5 Synchronous circuit of drive and response systems 
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(a),
1 2
x x− 的同步相轨迹 

 

(b)
1 2
x x− 的同步时序图 

图 6 −
1 2
x x 的同步相轨迹图和同步时序图 

Fig. 6 Phase synchronization and time series of −
1 2
x x  

5 结 语 

本文基于主动控制同步思想，利用分数阶线性系

统稳定性理论，实现了 2 个异结构分数阶四翼混沌系

统之间的同步．理论分析和数值仿真验证了该同步

方法的有效性，并通过模拟电路实现了该同步控

制．研究结果可为不同结构的分数阶混沌系统之间

的同步控制提供借鉴，为分数阶混沌在工程实践中的

应用提供模型和技术支持． 
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