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摘  要：设 ( ),G V E= 是一个非空图，若函数 { }: 1,1f E → − 对 ( )e E G∀ ∈ 均有 ( )
[ ]

1

e N e

f e
′∈

′ =∑ ，则称 f 为图 G 的一个有

效符号边控制函数. 图 G 的有效符号边控制数记为 ( )
se
r G′ ，定义为 ( ) min

se
r G′ = { ( )

( )e E G

f e
∈
∑ |f 为图 G 的一个有效符号

边控制函数}. 在本文中，我们给出了一般图的有效符号边控制数存在的必要条件和一个下界，并且证明了图
m n
P C×

不存在有效符号边控制函数，最后给出了立方图的有效符号边控制数存在的充要条件． 
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Abstract：Let ( ),G V E=  be a graph．A function { }: 1,1f E → −  is to be an efficient signed edge dominating function 

ofG ，if ( )
[ ]

1

e N e

f e
′∈

′ =∑  holds every edge ( )e E G∈ . The efficient signed edge domination number ( )
se
r G′ of G is defined 

as ( ) min
se
r G′ = { ( )

( )e E G

f e
∈
∑ | f which is an efficient signed edge dominating function of G }. This paper firstly gives a nec-

essary condition for the existence of an efficient signed edge domination number and a lower bound on the general graph.

Secondly it shows that there is no efficient signed edge dominating function of graph
m n
P C× . Finally the sufficient and nec-

essary condition is given for the existence of the efficient signed edge dominating function in a cubic graph. 

Key words：efficient signed edge dominating function；efficient signed edge domination number；cubic graph 

 

2001 年，徐保根[1–2]提出了图的符号边控制概

念，获得了符号边控制数的许多界限，并将这一概念

推广到边上的多种符号控制，如符号星控制、符号圈

控制、符号团控制、符号路控制等等．关于边控制，文

献[3–9]做出了一些重要结论，尤其是文献[9]，得到了

图的符号边控制数的一个新的下界，并确定了圆梯

2 n
P C× 的符号边控制数．文献[10]主要研究了图的有

效减控制和符号控制．文献涉及到图的有效符号边控

制数的研究很少，本文在参考文献[9]和[10]的基础

上，研究图的有效符号边控制数．首先考虑非空图G

存在有效符号边控制函数的必要条件和下界，然后讨

论图
m n
P C× 是否存在有效符号边控制函数，最后研究

立方图存在有效符号边控制函数的充要条件． 

1 概 念 

本文中所指的图均为无向简单图，文中未说明的

符号和术语同于文献[1]． 

设 ( ),G V E= 为一个图， ( )V V G= 和 ( )E E G= 分

别表示其顶点集和边集．若 e E∈ ，则 ( )G
N e 表示G 中

与 e 相 邻 的 边 集 ，称 为 e 的 边 邻 域 ； [ ]G
N e =  

( ) { }G
N e e∪ 称为 e 的闭边邻域． ( ) ( )| |

G G
d e N e= 表示

G 中与 e 相邻的边的条数，称为 e 在 G 中的边度．在
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不引起混淆的情况下， [ ]G
N e 、 ( )G

N e 和 ( )G
d e 可分别

简 记 为 [ ]N e 、 ( )N e 和 ( )d e ．若 ( )e uv E G= ∈ ，则

( ) ( ) ( ) 2d e d u d v= + − ．设 M E⊆ ，若 M 中任两边的

距离至少为 2，则称 M 为 G 的一个导出匹配．在 G

中，
n
P 和

n
C 分别表示 n 个点的路和圈．假设G 是一个

图，则G 的对偶图G′ 的构造方法为：把G 中的边对应

成G′ 中的顶点，G′ 中的两点相邻当且仅当它们的对

应边在G 中相邻． 

定 义  设 ( ),G V E= 是 一 个 非 空 图 ，若 函 数

{ }: 1,1f E → − 对 ( )e E G∀ ∈ 均有 ( )
[ ]

1

e N e

f e
′∈

′ =∑ ，则称

f 为图 G 的一个有效符号边控制函数．图 G 的有效

符 号 边 控 制 数 记 为 ( )
se
r G′ ， 定 义 为

( ) min
se
r G′ = { ( )

( )e E G

f e
∈
∑ | f 为图G 的一个有效符号边

控制函数}． 

设 R 是一个实数集，对实值函数 :f E R→ 和非

空子集 ( )S E G⊆ ，记 ( ) ( )
e S

f S f e
∈

=∑ ．为简单起见，把

满足 ( ) 1f e = + 的边 e 称为 1+ 边，把满足 ( ) 1f e = − 的

边 e称为 1− 边． 

2 主要结果及证明 

2.1 图的有效符号边控制数存在的必要条件和一个
下界 

定理 1 设 ( ),G V E= 是一个非空图，若G 存在

一 个 有 效 符 号 边 控 制 函 数 ，则 对 ( )e E G∀ ∈ 均 有

( ) ( )0 mod 2d e ≡ ． 

证明 设 f 为图 G 的一个有效符号边控制函

数，且使得 ( ) ( )
se
r G f E′ = .令 ( ) ( ){ }1

| 1E e E G f e= ∈ = ，

( ) ( ){ }2
| 1E e E G f e= ∈ = − ．对 ( )e E G∀ ∈ ，若 e 邻接

1
E 中 边 的 个 数 为 s ，则 e 邻 接

2
E 中 边 的 个 数 为

( )d e s− ． 

  由 于 ( )
[ ]

( )( ) ( ) 1

e N e

f e s d e s f e
′∈

′ = − − + =∑ ，从 而

( ) ( )1

2

d e f e
s

+ −
= ．当 ( ) 1f e = 时 ，

( )
2

d e
s = ；当

( ) 1f e = − 时 ，
( ) 2

2

d e
s

+
= ．因 为 s 为 整 数 ，所 以

( ) ( )0 mod 2d e ≡ ． 

定理 2 设 G 是一个 n 阶连通图，m 为 G 的边

数 ，若 G 存 在 一 个 有 效 符 号 边 控 制 函 数 ，则 有

( ) 2

1
se

m
r G m

δ
δ

′ −
Δ + −

≥ ，其中 Δ 和 δ 分别为图G 的最大

度和最小度． 

  证明 设 f 为图G 的一个有效符号边控制函数， 

且 使 得 ( ) ( )
se
r G f E′ = ．令 ( ) ( ){ }1

| 1E e E G f e= ∈ = ，

( ) ( ){ }2
| 1E e E G f e= ∈ = − ，

1
E p= 和

2
E q= ．显然

m p q= + ．又 由 于 [ ]( ) ( )( )
1

1

e E e E

m f N e d e
∈ ∈

= = + −∑ ∑  

( ) ( )( ) ( )( ( ) )
2 1 2

( ( ) 1) 1 1
e E uv E uv E

d e d u d v d u d v

∈ ∈ ∈

+ = + − − + −∑ ∑ ∑ ≤  

( ) ( )1 2
2 1 2 1E EδΔ − − − ( ) ( )2 1 2 1p qδ= Δ − − − ( )2 1= Δ − ⋅

( )( )2 1p m pδ− − − ．所以
1

m
p

δ
δΔ + −

≥ ．因此 ( )
se
r G′ =  

2
2

1

m
p m m

δ
δ

− −
Δ + −

≥ ． 

推论 1 设G 是边 r − 正则图，m 为G 的边数，若

G 存在一个有效符号边控制函数，则 ( )
1

se

m
r G

r
′ =

+
． 

证明 由定理 2 的证明过程可知 

[ ]( ) ( )( ) ( )( )
1 2

1 1

e E e E e E

m f N e d e d e
∈ ∈ ∈

= = + − + =∑ ∑ ∑

( ) ( )
1 2

1 1

e E e E

r r

∈ ∈

+ − +∑ ∑ ( )( )1 2
1E E r= − + ．所以 

   ( ) 1 2

1
se

m
r G E E

r
′ = − =

+
． 

推论 2  n 阶圈
n

C 存在有效符号边控制函数

( )0 mod3n⇔ ≡ ． 

2.2 图 ×
m n

P C 的有效符号边控制函数的研究 

参考文献[9]的定理 2 主要研究了圆梯
2 n
P C× 的

符号边控制数，下面讨论图
m n
P C× 的有效符号边控制

函数的存在性． 

定理 3 设
m n

G P C= × ( )2, 3m n≥ ≥ ，则图G 中

不存在有效符号边控制函数． 

证明 (1)当
m n

G P C= × ( )3, 3m n≥ ≥ 时，给 G

标 号 { 11 12 1 21 22
, , , ; , , ,

n
u u u u u� � }2 1 2

; ; , , ,
n m m mn

u u u u� � ，

如图 1 所示． 

 

图 1 
m n

G P C= ×  

Fig. 1 
m n

G P C= ×  

容易看出， ( )1 2
5

i i
d u u = 为奇数，其中 1,2, ,i n= � .

所以，由定理 1 可得图G 中不存在有效符号边控制

函数． 
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  (2)当
2 n

G P C= × ( )3n≥ 时，给 G 标号为 { 1 2
, ,u u  

}1 2
, ; , , ,

n n
u v v v� � ，可以看出 ( ) 4d e = ( )( )e E G∀ ∈ ，如

图 2 所示．采用反证法来证明． 

 

图 2 
2 n

G P C= ×  

Fig. 2 
2 n

G P C= ×  

  假设图G 中存在有效符号边控制函数，下面分 3

种情况来讨论． 

情况 1 ( ) ( )1 1
1

i i i i
f u v f u v− − = = − ，如图 3 所示． 

 

图 3 情况 1 

Fig. 3 Situation 1 

由 ( )
[ ]1

1

i i
e N u u

f e
−′∈

′ =∑ 得 ( ) ( )2 1 1i i i i
f u u f u u− − −= =  

( )1 1
i i

f u u + = + ． 

  由 ( )
[ ]1

1

i i
e N v v

f e
−′∈

′ =∑ 得 ( ) ( )2 1 1i i i i
f v v f v v− − −= =  

( )1 1
i i

f v v + = + ．此时， ( )
[ ]

3 1

i i
e N u v

f e
′∈

′ =∑ ＞ ，矛盾，所以假

设不成立． 

情况 2 ( ) ( )1 1
1

i i i i
f u v f u v− − = = + ，如图 4 所示． 

 
① 

 

② 

图 4 情况 2 

Fig. 4 Situation 2  

 ① 当 ( )1
1

i i
f u u− = − 时 ，由 ( )

[ ]1

1

i i
e N u u

f e
−′∈

′ =∑ 得

( )2 1
1

i i
f u u− − = + 且 ( )1

1
i i

f u u + = − 或 ( )2 1
1

i i
f u u− − = − 且

( )1
1

i i
f u u + = + ．不 失 一 般 性 ，假 设 ( )2 1

1
i i

f u u− − = + ，

( )1
1

i i
f u u + = − ． 由 ( )

[ ]
1

i i
e N u v

f e
′∈

′ =∑ 得 ( )1i i
f v v− =  

( )1 1
i i

f v v + = + ，此时 ( )
[ ]1

1

i i
e N v v

f e
−′∈

′∑ ＞ ，矛盾． 

 ② 当 ( )1
1

i i
f u u− = + 时，则 ( )1

1
i i

f v v− = + (否则同

上，矛盾)．因为 ( )
[ ]1

1

i i
e N u u

f e
−′∈

′ =∑ ，所以 ( )2 1i i
f u u− − =  

( )1 1
i i

f u u + = − ．由 ( )
[ ]

1

i i
e N u v

f e
′∈

′ =∑ 得 ( )1
1

i i
f v v + = − ．又

由 ( )
[ ]1 1

1

i i
e N u v

f e
+ +′∈

′ =∑ 得 ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 2i i i i i i
f u v f u u f v v+ + + + + += = =  

1+ ，此时 ( )
[ ]1

1

i i
e N v v

f e
+′∈

′∑ ＞ ，矛盾． 

所以，假设不成立． 

情况 3 ( )1 1
1,

i i
f u v− − = + ( ) 1

i i
f u v = − ，如图5 所示. 

 

① 

 

② 

图 5 情况 3  

Fig. 5 Situation 3  

由 情 况 1 和 情 况 2 知 ( )2 2
1

i i
f u v− − = − ，

( )1 1
1

i i
f u v+ + = + ． 

   ① 当 ( )1
1

i i
f u u− = − 时 ，由 ( )

[ ]1

1

i i
e N u u

f e
−′∈

′ =∑ 得

( ) ( )2 1 1i i i i
f u u f u u− − += 1= + ．又 由 ( )

[ ]
1

i i
e N u v

f e
′∈

′ =∑ 得

( )1
1

i i
f v v + = + ． 因 为 ( )

[ ]1
1

i i
e N u u

f e
+′∈

′ =∑ ， 所 以

( )1 2
1

i i
f u u+ + = + ．此时 ( )

[ ]1 1

1

i i
e N u v

f e
+ +′∈

′∑ ＞ ，矛盾． 

   ② 当 ( )1
1

i i
f u u− = + 时 ，由 ( )

[ ]1

1

i i
e N u u

f e
−′∈

′ =∑ 得

( )2 1
1

i i
f u u− − = + 且 ( )1

1
i i

f u u + = − 或 ( )2 1i i
f u u− − = 1− 且
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( )1
1

i i
f u u + = + ．不 失 一 般 性 ，假 设 ( )2 1

1
i i

f u u− − = + ，

( )1
1

i i
f u u + = − ．因为 ( )

[ ]
1

i i
e N u v

f e
′∈

′ =∑ ，所以 ( )1i i
f v v− =  

( )1
1

i i
f v v + =+ ．由 ( )

[ ]1

1

i i
e N v v

f e
−′∈

′ =∑ 得 ( )2 1
1

i i
f v v− − = − ．又

由 ( )
[ ]2 1

1

i i
e N u u

f e
− −′∈

′ =∑ 得 ( )3 2
1

i i
f u u− − = − ， 此 时

( )
[ ]2 2

1

i i
e N u v

f e
− −′∈

′∑ ＜ ，矛盾．所以假设不成立． 

综上，定理 3 成立． 

2.3 立方图的有效符号边控制数 

由定理 3，不是每个图都存在有效符号边控制函

数，下面讨论具有什么结构的立方图存在有效符号边

控制函数． 

引理 1 Petersen 图的有效符号边控制数存在且

( ) 3
se
r G′ = ． 

证 明  对 Petersen 图 G 的 顶 点 标 号 为

{ }1 2 10
, , ,v v v� ，如图 6 所示．定义 Petersen 图的有效

符 号 边 控 制 函 数 f 如 下 ： ( )1 5
f v v = ( )3 4

f v v =  

( ) ( )3 8 1 6
f v v f v v= = ( )7 9

f v v = ( )7 10
1f v v = − ，其他各边

的 函 数 值 都 为 1+ ．此 时 对 ( )e E G∀ ∈ 都 有

( )
[ ]

1

e N e

f e
′∈

′ =∑ ．所以 Petersen 图存在有效符号边控制

函数．因为 ( )e E G∀ ∈ 都有 ( ) 4d e = ，所以 Petersen 图

是 一 个 边 4− 正 则 图 ．根 据 推 论 1 可 得 ( )
se
r G′ =  

3
1

m

r

=
+

． 

 

图 6 Petersen图 

Fig. 6 Petersen Graph 

下面给出立方图G 存在有效符号边控制函数的

充要条件． 

定理 4 设G 是一个立方图， ( ),G V E′ ′ ′= 是G 的

对偶图，则 G 存在有效符号边控制函数的充要条件

为 G′ 中存在一个导出匹配 M ，使得 ( )G V V M′ ′ ′−⎡ ⎤⎣ ⎦

是圈的并． 

证明 因为 G′ 中存在一个导出匹配 M ，使得

( )G V V M′ ′ ′−⎡ ⎤⎣ ⎦ 是圈的并．定义函数 { }: 1,1f V ′ → −  

如下： 

   ( ) ( )
1,

1,

v M
f v

v V V M

− ∀ ∈⎧⎪= ⎨ ′ ′+ ∀ ∈ −⎪⎩
 

易证 f 为G′ 的一个有效符号控制函数，所以G

存在有效符号边控制函数． 

若立方图存在有效符号边控制函数，则 G 的对

偶图 G′ 就存在有效符号控制函数，即对 ( )v V G′∀ ∈

均有 ( )
[ ]

1

v N v

f v
′∈

′ =∑ ．又 [ ]| | 5N v = ，所以 [ ]N v 中有 2 个

点标号为 1− ，3 个点标号为 1+ ．对每个 1− 点来说，有

且只有一个 1− 点与之相邻．对每个 1+ 点来说，有 2

个 1+ 点相邻．设
1
S 是标号为 1− 的顶点的集合，

2
S 是

标号为 1+ 的顶点的集合，则 [ ]1G S′ 是G′ 的一个导出

匹配，记作 M ．因为
2

S 中每点在 [ ]2
G S′ 中的度均为

2，所以 [ ]2
G S′ 为圈的并．因此，G′ 中存在一个导出匹

配 M 使得 ( )G V V M′ ′ ′−⎡ ⎤⎣ ⎦ 是圈的并． 

3 结 语 

首先，本文给出了非空图 G 存在有效符号边控

制函数的必要条件和一个下界，然后证明了图
m n
P C×

不存在有效符号边控制函数，最后给出了立方图存在

有效符号边控制函数的充要条件．目前很多文献都是

关于图的有效边控制和符号边控制的，本文与这些文

献相比，有了一个新的研究方向，得出了立方图存在

有效符号边控制函数的充要条件，这为进一步寻求算

法 来 解 决 立 方 图 有 效 符 号 边 控 制 问 题 提 供 了 帮

助．此外，可以考虑其他图类上存在有效符号边控制

函数的充要条件及相关算法，使图的有效符号边控制

问题的研究更加广泛． 
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在分析现有最近邻法基础上，采用 MapReduce 思想

对算法进行改进，使得案例的检索过程可以在不同

的服务器上并行进行，从而提高检索速度．由于开

源的 Hadoop 平台将案例库存储在 HDFS 文件系统

上，减少不同平台间的差异，弱化了物理位置对系

统的影响，可以实现资源的均衡调度．同时，由于案

例库会在不同的服务器上进行备份，也保证了数据

的安全性． 

实验表明：对大数据量的数据进行检索时，本文

提出的基于云平台的案例检索技术可以明显提高检

索速度，随着节点的增加，案例的检索速度加快，且

需处理的数据量越大，这种效果表现的越明显． 
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