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摘  要：针对一类带有多维噪声的带范数有界不确定项的非线性随机混杂系统，通过构造随机跳变系统的随机耗散

性理论，给出了该类系统的耗散性定义、耗散不等式，以及系统保证耗散性的充分条件．在此基础上，针对带范数有界

不确定项的非线性随机混杂系统，进行鲁棒状态反馈耗散控制，即通过求解线性矩阵不等式，设定状态反馈鲁棒控制

器，使得在此控制作用下闭环系统满足耗散性．  
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Robust Dissipative Control of Nonlinear Stochastic Hybrid System 
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2. School of Control and Computer Engineering，North China Electric Power University，Beijing 102206，China) 

Abstract：Aimed at a class of nonlinear stochastic hybrid systems with norm-bounded uncertainties under multi-

dimensional Wiener noise，the dissipativity definition，the dissipative inequality and the sufficient conditions of dissipativity

were determined，through establishing a corresponding stochastic dissipativity theory. Based on this dissipativity theory，the 

robust state-feedback dissipative control of the nonlinear stochastic hybrid system with norm-bounded uncertainties was de-

signed，that is，through solving a set of linear matrix inequalities(LMIs)，the robust state-feedback dissipative control can be 

worked out to guarantee the dissipativity of a closed-loop system.  
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近年来，针对 Markov 跳变系统、Itô 微分系统的

随机 H∞控制得到广泛关注[1–10]．其中，文献[2]针对

线性随机 Itô 系统讨论了 H∞控制问题，并得到以

LMIs 形式的有界实引理，为 H∞滤波器、H2/H∞控制

等相关问题的研究奠定了基础．但对于非线性随机

系统领域，仍有大量有待解决的问题．文献[8]利用耗

散性理论讨论了非线性随机 H∞控制．文献[9]基于

Lyapunov-Krasovskii 函数方法，针对非线性随机时滞

跳变系统，设计无记忆状态反馈耗散控制器．事实

上，通过定义不同的供给率，耗散性理论可以反映相

应的系统性质，见文献[10–11]． 

从 20 世纪 60 年代针对线性跳变系统的二次最

优控制研究至今，跳变系统已得到了广泛关注．其各

模态之间的随机切换符合一定的统计特性——有限

状态空间中各个模态之间的转移服从 Markov 跳变

过程，因而被视为一类特殊的随机系统．近 30 年针

对线性跳变系统的稳定性分析和控制器、滤波器设计

已有大量的重要成果[3,5,12]．尤其是针对该类系统设

计状态反馈控制器来满足稳定性、H∞指标或保代价

控制等问题已有较好结果． 

  同时，许多研究人员致力于研究带范数有界不确

定项的跳变系统，又称混杂系统．工程领域中的大量

受随机突变影响的动态系统，如制造系统、电力系统

以及网络通信系统等，均可由这类系统表示．针对该

类系统的稳定性、镇定控制、H∞控制和滤波等问题已

得到大量结果[13]．但目前针对非线性随机混杂系统的

耗散性应用研究仍需做进一步的研究． 

  本文研究一类带多维 Wiener 噪声的非线性随机 
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混杂系统的鲁棒耗散控制问题．针对该类系统提出

了耗散不等式及存储函数等定义，给出了相应的广义

随机 Lur’e 等式，并针对带范数有界不确定项的随机

混杂系统进行耗散控制器设计，给出基于 LMIs 的充

分条件． 

为简洁起见，采用如下符号： ′x ：向量 x 的转置；
2 ( )C U ：关于 U∈x 二次连续可微的函数 ( )V x ； n

R ：

n 维实 Euclidean 空间；I：带恰当维数的单位矩阵；

|| ||x ：向量 n∈x R 的 2 -范数． 

令
0

( { } )
t t

F F PΩ, , ,
≥

表 示 给 定 的 完 备 概 率 空 间 . 

( )w tσ 表示该空间上的σ 维标准的 Wiener 过程，其中

{1,2, }Mσ ∈ ,� ．令
t
r 表示 Markov 跳变过程，其转移

速率矩阵为 ( )
ij

λ=Π ，
t

F 表示 Wiener 过程生成的信

息流．假设跳变参数在系统运行阶段任意时间可完

全 量 测 ，且
t
r 与 ( )w tσ 为 相 互 独立的 随 机 过 程 . 

2 ( )y
n

F
L R R

+ , 表示所有可测函数 ( )
n

y t ∈ y

R 所构成的空

间，其关于任意 0t≥ 均为
t

F -可测，满足
2 ( )

|| || ny
FL R R

+ ,
:=y  

1

2
2

0

[ || || d ]E t
∞

∞∫ ＜y t( ) ．类似地，可定义 2 ([ ] )y
n

F
L s T R, , ， 

0T s∀ ≥ ≥ ． 

{ 0}
t
r t, ≥ 是连续时间 Markov 跳变过程，取值于

有限集合 {1,2, }Nφ = ,� ，描述系统各模态间切换过程

满足如下转移概率 

   
( )

[ ]
1 ( )

ij

t h t

ii

h o h i j
P r j r i

h o h i j

λ
λ+

+ , ≠⎧
= | = = ⎨ + + , =⎩

 

其中
ij

λ 为从模态 i 切换至模态 j 的转移速率．当 i j≠

时， 0
ij

λ ≥ ，
1

N

ii ij

j j i

λ λ
= , ≠

= − ∑ ， ( )o h 满足
0

lim ( ) 0
h

o h h
→

/ = ． 

考虑如下带多维 Wiener 噪声和 Markov 跳变过

程 Itô 类随机微分方程表示的非线性随机跳变系统： 

=1

d ( ) ( ( ) ( ) ( ) )d

( )d

(0 ) 0 (0 ) 0, {1,2, , }

( , ) (0, ) 0

t t t

M

t

t t

t t

t r r r t

r w

r r M

r r

σ
σ

σ

= , + , + , +⎧
⎪
⎪ ,⎪
⎨
⎪ , = , , = ∈
⎪

= =⎪⎩

∑ σ

σ

x f x k x d g x u

h x

f h

z m x m

�

 

(1) 

其中： ( ) n

t R∈x 表示系统状态向量， n∈x
0

R 表示系统

初始状态， ( )w tσ 是σ 维标准 Wiener 过程， ( ) z
n

t ∈z R

表 示 系 统输出 ， ( ) u
n

t R∈u 表 示 系 统 控 制输入，

( ) d
n

t R∈d 表示系统外部干扰输入．因此，u和 d 共同

组成了系统的总输入 ( ) v
n

t R∈v ，其为关于
t

F 的适应

可测过程，即 2 ([ ] )v
n

F
L s T R∈ , ,v ．为简洁起见，当

t
r i=

时，用
i
f 表示 ( )i,f x ，其余类似．

i
f ，

i
g ，

σi
h ，

i
m 和

i
k 均满足局部 Lipschitz 和线性增长性条件，从而保

证系统(1)有唯一强解[4–5]
. 

下面将运用上述结论，针对带范数有界不确定项

的混杂系统，讨论鲁棒状态反馈耗散控制问题．考虑

带如下参数的带范数有界不确定项的混杂系统(1)： 

当
t
r i= 时 ， ( ) ( Δ ( , ))

t i
r i tf x , = A + A x ，

1
( )

t i
rk x, = B ，

( )
t i
rg x, = B ， ( ) ( Δ ( , ))

σ t σi σ
r i th x, = C + C x ， ( ) .

t i
rm x, = M x  

其中，
i

A ，
1i

B ，
i

B ，
iσC ，

i
M 为带恰当维数的已知矩

阵， ( )i tΔ ,A ， ( )i tσΔ ,C 为具有如下结构的矩阵Δ ( , )i tA =  

( , )
i i

i t
A A A

H F E ，Δ ( , ) ( , )
σ σi σ σi
i t i t

C C C
C = H F E ，非线性部

分 ( , )i t
A

F ， ( , )
σ
i t

C
F 表示随机系统(1)的不确定项．假

设 ( , )i t
A

F ， ( , )
σ
i t

C
F 满足范数有界条件 

   ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
σ σ

i t i t i t i t′ ′,
A A C C

F F I F F I≤ ≤  

根据文献[8]中引入的术语，关于系统(1)的函数

( ) yv
nn

U ⋅,⋅ : × →R R R 称为在 [ )s,∞ 上的供给率，若对于

任意的容许控制 2( ) ([ ] )v
n

F
t L s T∈ , ,v R 及系统(1)中的

( )tv ，i φ∈ ，如下不等式始终成立： 

   ( ( ) ( )) d 0
T

s
s

E U t t t r i T s
⎡ ⎤| , | | = ∞, ∀
⎢ ⎥⎣ ⎦∫ v y ＜ ≥ ≥  

定义 1  称系统(1)关于供给率 W 是随机耗散

的，若存在一组非负连续函数 ( ) n

V i R R
+, : →x ，使得 

   [ ( ( ) ) ( ( ) ) ]
t s s

E V t r V s r r i, − , | =x x ≤  

   ( ( ) ( ))d
t

s
s

E W r iτ τ τ⎡ ⎤, | =
⎢ ⎥⎣ ⎦∫ v y  (2)

对任意 0t s≥ ≥ ， ( ) n

s R∈x ，i φ∈ 成立． 

注释 1 这里称函数 ( )V i,x 为存储函数，式(2)

为随机混杂系统(1)的耗散不等式，表明系统内部能

量是耗散的．对于每个 i φ∈ ，本文中假设存储函数

( )V i,x ，若存在，则属于 2 ( )nC R ． 

首先给出关于该类系统的广义 Itô公式[4–6]． 

引理 1(广义 Itô 公式) 假设对于所有的 i φ∈ ，

( )i,α x 及 ( )i,β x 均满足局部 Lipschitz 和线性增长性

条件．考虑如下系统 

=1

d ( ) ( )d ( )d
M

t σ t
t r t r wσ

σ
= , + ,∑x α x β x  (3)

对于给定的 2( ) ( )ni C iR φΦ , ∈ , ∈x ，假设存在 0r＞ ，使

得 

   
2

2

( ) ( )
| ( ) | || || || ||

i i
i

∂Φ , ∂ Φ ,Φ , + +
∂ ∂
x x

x

x x

≤  

   (1 || || )r+K x  (4)

其中， 0K＞ ．则有 

   [ ( ( ) ) ( ( ) ) ]
T s s

E T r s r r iΦ , − Φ , | = =x x  

     ( ( ) )d
T

t s
s

E L t r t r i
⎡ ⎤Φ , | =
⎢ ⎥⎣ ⎦∫ x  
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其中， n

L R RφΦ : × → 是关于系统(3)的无穷小算子，

定义为 

   ( ) ( ) ( )
x

L i i i′Φ , = , Φ , +x α x x  

    
=1 1

1 ( ) ( ) ( ) ( )
2

M N

σ xx σ ij

j

i i i j
σ

λ
=

′, Φ , , + Φ ,∑ ∑β x x β x x  

给定供给率为 ( , ) 2W ′ ′ ′=v z z Qz + z Sv + v Rv ，则下

列定理给出关于系统(1)的耗散条件，为文献[10]中

定理 1 的推广结果． 

引理 2 系统(1)关于供给率 ( )W ,v z 是随机耗散

的 充 分必要 条 件 是 存 在 一组非负函 数 ( )
s

V i, ∈x  
2 ( )n n

C R R R: → + ，对 于 每 个 i φ∈ ， (0 ) 0
s

V i, = ，
n q

i
R Rρ : → 和 v

q nn

i
R Rϖ ×: → ，其中整数 0q＞ ，满足 

   

2

2

=1

1

( ) ( )1

2

( )

( )
2 2

M
s s

i i i σi si

N

ij s i i

j

s

i i i i

i i

V i V i

V j

V i

σ

λ ρ ρ

ϖ ρ

ϖ ϖ

=

′⎧ ∂ , ∂ ,′ ′− − −⎪ ∂ ∂⎪
⎪

′, =⎪
⎨
⎪ ∂ ,⎪ ′ ′ ′− =
⎪ ∂
⎪ ′=⎩

∑

∑

x x
m Qm f h h

x x

x

x
S m k

x

R

 

现设定系统参数为
i

A ，
1i

B ，
i

B ，
iσC ，

i
M ，及

( )i tΔ ,A ， ( )i tσΔ ,C ，则对 于 给 定 的 一组非负函 数

( ) ' / 2
s i

V i, =x x P x ，由上式可得系统(1)是随机耗散的

充分条件为 

  

1

'

1

1
' ( Δ ( , ))

2

1
( Δ ( , )) (

2

Δ ( , ))

2 2

N
'

i i i i ij j

j

M

σi σ i σi

σ

σ i i

i i i i i

i i

i t

i t

i t

λ

ρ ρ
ϖ ρ

ϖ ϖ

=

⎧ − − −⎪
⎪
⎪

′⎪
⎨
⎪ ′=
⎪

′ ′⎪ =
⎪ ′=⎩

∑

∑
=1

x M QM x x'P A + A x x'P x

x' C + C P C +

C x

S M x B P x

R

-

 

此外，上式可被看作是针对非线性随机混杂系统的广

义随机 Lur’e 等式． 

根据文献[10]中的定理 2，可以给出针对随机跳

变系统(1)的耗散性的充分条件． 

引理 3 考虑系统(1)，给定任意常数 0γ＞ ，若存

在一组非负函数 2( ) ( )n n

V i C R R R, ∈ : → +

x ， (0 )V i, =   

0 ，i φ∈ ，满足如下 N 个耦合 HJIs(Hamilton-Jacobi 

inequalities)，则系统(1)是随机耗散的： 

   1 ( ) 1
( ( ))

2
i i i

V i
H V i∞

′∂ , ′, := + +
∂
x

x f m m
x

 

     
2

2

=1

( )1

2

M

s

σi σi

V i

σ

∂ ,′ +
∂∑

x
h h

x
 

     21 ( ) ( )

2
i i

V i V iγ
′∂ , ∂ ,′ +
∂ ∂
x x

k k
x x

-  

     
1

( ) 0
N

ij

j

V jλ
=

, =∑ x  

定义 2(
2

L 增益性) 称系统(1)具有
2

L 增益性，

若对于给定常数 0γ＞ ， 0=
0
x ，

0
r i= ， 0T≥ ，存在一

组正定函数 ( )i,q x ， (0 ) 0i, =q ，使得 

2 2

2 2 2

([0 ] ) ([0 ] )
|| ( ) || || || ( )n nz v

F F
L T R L T R

t iγ
, , , ,

+ ,z d q x≤  

本文目的是设计状态反馈控制
1

t

N

i r i

i

χ =
=

=∑u K x ， 

其中
i

K 为一组对应 i φ∈ 的带恰当维数的待定矩阵，

M
χ 表示集合 M 的指示函数．令 1

2
( )

i
V i ′, =x x P x ，

i
P

为一组正定矩阵．则根据引理 3，闭环系统(1)关于供

给率 2( ) / 2γ ′ ′d d z z- 是随机耗散的充分条件为 

   ( +Δ ( , ) + ) + ( Δ ( , ) + ) +
i i i i i i i i

i t i t ′P A A B K A + A B K P  

     
=1

( +Δ ( , )) ( +Δ ( , ))
M

σi σ i σi σ
i t i t

σ

′ +∑ C C P C C  

2

1 1

1

0

N

i i i i i i ij j

j

γ λ−

=

′ ′+ +∑PB B P M M P ≤ (5)

上式前后均乘以 1

i
P

- ，用
i

X 取代 1

i
P

- ，
i i i

Y = K X ，可得 

  ( ( ) ) ( ( ) )
i i i i i i i i

i t i t ′+ Δ , + + + Δ , + +A A B K X X A A B K  

     1

=1

( ( , ) ) (
M

i i i i i i
i t

σ

′Δ∑ C X + C X X C X +
-  

     2

1 1
( , ) ) + ( )

i i i i i i i
i t γ − ′ ′Δ + +C X B B M X M X  

       1

1

0
N

ij i j i

j

λ
=
∑ X X X

-

≤  (6)

定义 ( )
i
Xφ 和 ( )

i
Xϕ 为 

  { }1 1 1
( )

i i i ii i ii i iN i
φ λ λ λ λ− += , , , , ,� �X X X X X  

     { }1 1 1
( ) diag

i i i N
ϕ − += , , , , ,� �X X X X X  

则 

   1 1

1

( ) ( ) ( )
N

ij i j i ii i i i i

j

λ λ φ ϕ φ− −

=

′= +∑ X X X X X X X   (7) 

根据 Schur补引理，式(6)可表示为 

 

      

1 1

2

1

( ) ( ( ) ) ( ) ( )

( ) 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

( ) 0 0 0 ( )

σi i i ii i

σi i i i

i

i i

i i

J i i t

i t

σ

σ

φ

γ

φ ϕ

′ ′Δ ,⎡ ⎤
⎢ ⎥+ Δ , −⎢ ⎥
⎢ ⎥′ −
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥′ −⎣ ⎦

i
C X + C X B M X X

C X C X X

B I

M X I

X X

≤                    (8) 
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其中 

   
1
( )

i i i i i i
J i ′= +A X + X A + BY  

     Δ ( , ) Δ ( , )
i i i i ii i

i t i t λ′ ′ ′Y B + A X + X A + X  

上式等价于 

   
1 2 2 1 3 4

=1

M

σ

σ

′ ′ ′ ′+ + + +∑A C
F F

A
FΓ ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ  

   
4 3

=1

0

M

σ

σ

′ ′∑ C
F ≤ϒ ϒ  (9)

其中 

   

2 1

2

1

( ) ( )

0 0 0

0 0 0

0 0 0

( ) 0 0 0 ( )

i i i i i i

i i i

i

i i

i i

J i σ

σ

φ

γ

φ ϕ

′ ′⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥′= −
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥′ −⎣ ⎦

X C B X M X

C X X

B I

M X I

X X

Γ  

且 

   
2
( )

i i i i i i i i ii i
J i λ′ ′ ′= +A X + X A + BY +Y B X  

   
1

[ 0 0 0 0]
i

′= , , , ,
A

Hϒ  

   
2

[ 0 0 0 0]
i i

′= , , , ,
A

X Eϒ  

   
3

[ 0 0 0 0]
i σi

′= , , , ,
C

X Eϒ  

   
4

[0 0 0 0]
σi

′= , , , ,
C

Hϒ  

易知，对于恰当维数矩阵 α 和 β，任意正数 ε ，不

等式 1
ε′ ′ ′ ′αβ + βα αα + ε ββ

-

≤ 始终成立．据此可知 

 1 1

1 1 1 1 2 2 2 3 3 2 4 4
0

i i i i
ε ε ε ε− −′ ′ ′ ′+ + + + ≤Γ ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ (10)

对于正数
1i

ε 和
2i

ε 始终成立．  

根据上述结果以及引理 2 和 3 可得如下结论： 

定理 1 给定 0γ＞ ，对于
1

0
i

ε ＞ ，
2

0
i

ε ＞ ，假设存

在一组矩阵 0
i

X＞ 及
i

Y ，使得如下 LMIs 对于所有的

i φ∈ 均成立 

      

2 1

2

2

1

1

2

( ) ( )

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

( ) 0 0 0 ( ) 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

i i i ii i i i i σi

i i i i i i

i

i i

i i

i i i

σi i i

J i σ

σ

φ
ε

γ

φ ϕ
ε

ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

′ ′ ′ ′
′+

′ −
−

′ −
−

−

A C

Cσ Cσ

A

C

X C B X M X X E X E

C X X H H

B I

M X I

X X

E X

E X

-

≤  (11)

其中 

 
2 i 1
( )

i i i i i i i i i i
J i ε′ ′ ′ ′=

A A
A X + X A + BY +Y B + H H +

ii i
λ X  

则 1

1

t

N

i i r i

i

χ∗
∞ =

=

=∑u Y X x
- 为系统(1)的鲁棒耗散控制，保

证了闭环系统的耗散性及
2

L 增益性． 

注释 2 
2

L 增益性是系统的 H∞ 控制所要保证的

目标之一 [9]．此外，还须保证闭环系统的内部稳定

性．实际上若 0
i i
′M M＞ ，结合定理 1 可得耗散控制 ∗

∞u

同时也是系统(1)的 H∞ 控制． 
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