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摘  要：依测度收敛的 Opial 性质为函数空间所特有，验证了 Cesaro 函数空间CES (1 )
p

p ∞＜ ＜ 有依测度收敛的 Opial

性质，证明了 (CES )
p

z S∀ ∈ 都是 (CES )
p

B 的强端点，进而证明了CES (1 )
p

p ∞＜ ＜ 是中点局部一致凸的． 
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Strongly Extreme Points and Opial Property in Measure in 

Cesaro Function Space CESp 

YU Feifei，LI Jun 

(College of Science，Tianjin University of Science & Technology，Tianjin 300457，China) 

Abstract：The Opial property in measure belongs to function space，and it is discussed in connection with CES (1 )
p

p ∞＜ ＜ ，

based on the theory of the Banach function space. At the same time，the fact is proved that (CES )
p

z S∀ ∈ is the strongly 

extreme point of (CES )
p

B , and the conclusion is that space CES (1 )
p

p ∞＜ ＜  is the mid-point locally uniform rotund.  
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Opial 于 1967 年[1]引入了 Opial 性质的概念，这

一性质蕴含不动点性质，这样的 Opial 性质为序列空

间所独有.1996 年王廷辅等[2]讨论了 Orlicz 序列空间

的 Opial 性质.对于函数空间，作者在文献[3]中引入

了函数空间中的新概念——依测度收敛的 Opial 性

质，并且讨论了 Orlicz 函数空间
M

L 中依测度收敛的

Opial 性质的等价叙述，给出了
M

L 中依测度收敛的

Opial 模的计算公式. 

Cesaro 函数空间CES
p

是全体定义在 (0, )+∞ 并具

有有限范数 

   

1

0 0

1
( ) d d

p p
x

f f t t x
x

∞⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫  

的可测函数 ( )f x 所构成的空间，其中1 p ∞＜ ＜ ．对于

该空间的性质讨论并不多，1987 年 Polly 等[4]论证了

CES
p

是可分的 Banach 空间，在等价范数意义下讨论

了共轭空间；2003 年刘郁强[5]用矢值序列空间的方法

研究了 Cesaro 函数空间的几何性质，其中就论证了 

Cesaro 函 数 空 间 严 格 凸 但 非 一 致 凸 ；2008 年

Astashkin 等[6]证明了 CES
p

不具有不动点性质，2011

年[7]又讨论了CES
p

的同构问题． 

定义 1  函数空间 X 称为具有依测度收敛的

Opial 性质，如果对 { }
n
x X∀ ⊂ ， 0

n
x

μ
→ 及 0x∀ ≠ ，有 

   liminf liminf
n n

n n

x x x

→∞ →∞
+ ≥ . 

不影响讨论结果的情况下简记为 

   lim lim
n n

n n

x x x

→∞ →∞
+ ≥  

定义 2  ( )x S X∈ 称 为 ( )B X 的 强 端 点 ，如果

{ } { },  
n n
x X y X⊂ ⊂ ， 2 ( 1,2,3 )

n n
x y x n+ = = � ， 1

n
x → ，

1
n
y → ，蕴含 0

n n
x y− → ( )n → ∞ ． 

定义 3 如果 ( )S X 中的任一点均为 ( )B X 的强
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端点，则 X 是中点局部一致凸的. 

本文论证了CES
p

在上述范数意义下具有依测度

收 敛 的 Opial 性 质 ；证 明 了 (CES )
p

z S∀ ∈ 都 是

(CES )
p

B 的强端点，进而证明了 CES (0 )
p

p ∞＜ ＜ 是中

点局部一致凸的．这样的论证对于该函数空间几何

性质、点态性质的完善具有重要意义．有关 Banach

空间的几何理论及常见记号见参考文献[8] 

定理 1 Cesaro 函数空间CES
p
(1 )p ∞＜ ＜ 具有依

测度收敛的 Opial 性质. 

证明 已知 { } CES
n p
f ⊂ ，且 1

n
f = ( 1,2, )n = � ，

0
n
f μ⎯⎯→ ．对于 CES

p
f∀ ∈ 满足 f 0η= ＞ ，往证 

   liminf liminf 1
n n

n n

f f f
→∞ →∞

+ =＞  

因为 1
n
f = ，且易见 1

n
f f η+ +≤ ，所以对于 0ε∀ ＞  

1

5
ε η⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
＜ ，当 a 充分大时，结合收敛无穷积分的性质，

n∀ ∈ Ν 有 
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易见 

   
(0, )

0
5

a

f
εη −＞ ＞  

又 0
n
f μ⎯⎯→ 于 (0, )∞ ，当然有 0

n
f μ⎯⎯→ 于 (0, )a ．由叶

果 洛 夫 定 理 ，对 于 n∀ ∈ Ν ，总 存 在 (0, )
n

E a⊂ 满 足

1

n
E

n
μ ＜ ，在 (0, ) \

n
a E 上一致的有 

   ( ) 0
n
f t →  ( )n → ∞  
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于是容易得到 
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所以在区间 (0, )a 有 
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∫ ∫  (2)

由空间理论知识及式(1)知 
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而 n 充分大时，总有 
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结合式(2)—(4)有 
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1
5 5 5 5 5
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f f
ε ε ε ε εη+ − − − + − −≥ ＝ 

1 η ε+ −  

所以 
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1 1
n n a
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这也就证明了 

   liminf liminf 1
n n

n n

f f f
→∞ →∞

+ =＞  

即CES
p
(1 )p ∞＜ ＜ 具有依测度收敛的 Opial 性质. 

定理 2 (CES )
p

z S∀ ∈ 都是 (CES )
p

B 的强端点. 
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即 ：对 { } CES
n p
x ⊂ ，{ } CES

n p
y ⊂ ， 2

n n
x y z+ =  

( 1, 2,3 )n = � ， 1
n
x → ， 1

n
y → ，蕴 含 0

n n
x y− →  

( )n → ∞  

证明 由已知条件， (0, )t∀ ∈ ∞ ，有 
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于是一方面容易得到 
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另一方面有 
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从而综合式(5)、(6)得到 
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显然有 

   2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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易见 

   (0, )p
Lω ∈ ∞  

   { } (0, )p

n
Lϕ ∈ ∞ ，{ } (0, )p

n
Lψ ∈ ∞  ( 1,2, )n = �  

而且 
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由 式 (5)、(6)知 1pn L
ϕ → ， 1pn L

ψ → ，于 是 结 合

(0, )p
L ∞ 空间性质得到 

   0pn n L
ϕ ψ− →  ( )n → ∞  

即
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这样就证明了 (CES )
p

z S∀ ∈ 都是 (CES )
p

B 的强端点. 

推论 Cesaro 函数空间 CES
p
(1 )p ∞＜ ＜ 是中点

局部一致凸的. 

关于函数空间 CES (1 )
p

p ∞＜ ＜ 的其他点态性质、

几何性质及各种几何常数的讨论，有待于大量研究工

作予以完善. 
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最大特征值的数值作为判定扬声器是否故障的阈值，

根据表 1 选择特征值阈值为 4,200． 

为验证以上方法的可靠性，检验另外 100 个同型

号扬声器，其中 80 个为合格扬声器，20 个为故障扬

声器．经实验验证，合格扬声器中有 2 个的特征值大

于阈值，故障扬声器有 1 个的特征值小于阈值，本次

实验的正确率为 97％． 

可以看出仍然存在误检情况．可以考虑，对于特

征值与阈值相差不大于 5 的扬声器采用人工复检方

式排查，以减少误检． 

5 结 语 

本文设计了一种基于激光位移传感器的扬声器

异音故障检测系统，对系统结构、工作原理、检测过

程进行了介绍．本系统通过采集纸盆中心振动位移

信号进行检测，可有效地避免环境噪声对系统的影

响．对于不同型号扬声器在进行扬声器故障检测时，

首先统计一定样本的特征值，将略大于合格扬声器最

大特征值的阈值作为判断扬声器是否故障的依据． 

实验表明，对于本次实验，运用本文方法，重复实验 

结果均可达到 97%的正确率，为扬声器异音故障检测

提供了一种实用方法． 
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