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一个分数阶混沌系统的分析及电路设计 
 

贾红艳 
(天津科技大学电子信息与自动化学院，天津 300222) 

 

摘  要：基于一个整数阶的四翼混沌系统，采用频域近似的方法研究它的分数阶方程，发现了该分数阶系统的混沌吸

引子．通过对它的分形分析，观察到较丰富的动力学特性，即不仅可以观察到混沌吸引子，而且也能观察到不同周期

的周期轨．最后，设计一个模拟电路实现了这一分数阶系统，为该分数阶混沌的应用提供技术上的支持． 
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Analysis of and Circuit Design for a Fractional Chaotic System 

JIA Hongyan 
(College of Electric Information and Automation，Tianjin University of Science & Technology，Tianjin 300222，China)

Abstract：The fractional equation of a four-wing chaotic system was studied and a chaotic attractor was found by using

approximation of the frequency domain. More dynamic characteristics were observed through studying its bifurcation．Not 

only chaotic attractors，but also periodic orbits can be found. At last，an analog circuit was designed to provide technologic 

support for the application of the fractional chaotic system.  
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  1995 年，Hartley 研究了分数阶 Chua 系统，在其

中发现了混沌吸引子[1]．随后在分数阶的 Lorenz 系

统中也发现了混沌现象[2–5]．进而关于分数阶混沌的

研究引起了越来越多的关注．目前，在已有的整数阶

混沌系统基础上，通过将整数阶的常微分方程组转换

为分数阶次的常微分方程组，研究其混沌动态，已经

成为分数阶混沌的一个研究热点问题[6–13]．但目前对

分数阶混沌系统的分析多数是从吸引子相轨迹方面

说明混沌吸引子的存在，而对进一步说明分数阶混沌

系统的演化过程的分形分析、从物理意义上验证混沌

特性的分数阶混沌系统的电路实现却涉及很少，这从

某种意义上不能完全说明分数阶混沌吸引子的存在. 

  对于分数阶微分方程，现在常用的数值方法有频

域 近 似 方 法 和 时 间 域 的 Adams-Bash-Moulton 算

法．利用频域近似方法不仅可以求解系统轨迹，还可

以用来设计分数阶的混沌电路．本文主要采用频域

近似方法研究了一个已有的三维四翼混沌系统的分

数阶系统的混沌特性．分别从吸引子相轨迹、随着参

数变化的分形分析和电路设计 3 个方面说明了该分

数阶系统的混沌特性，为分数阶混沌系统的应用提供

了技术支持． 

1 分数阶三维四翼混沌吸引子 

1.1 三维四翼混沌吸引子 

最近，Chen 等 [14]提出了一个三维四翼混沌系

统，该系统具有非常丰富的动态特性，通过仿真分

析，不仅能观察到四翼混沌吸引子，而且也能观察到

三翼混沌吸引子以及不同周期和吸引子形状的周期

轨．随后，Jia 等利用拓扑马蹄引理和模拟电路，分别

从理论上和物理意义上验证了其混沌特性[15]．该系

统可描述为 
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5c = ， 1k = 时，可观察到一个四翼混沌吸引子，如图

1 所示． 

 
图 1 式(1)系统的四翼混沌吸引子 

Fig. 1  Four-wing chaotic attractor for the system shown 

with equation(1) 

1.2 分数阶三维四翼混沌吸引子 

考虑式(1)系统的分数阶系统 
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式中： , , ,a b c k R∈ ；0 1α＜ ＜ ．本文中采用分数阶微分

的 Riemann-Liouville 定义： 
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在该定义下的 Laplace 变换为 
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根据文献[1]，传递函数1/ s
α 可以用 1 个近似的

整数阶传递函数表示，且误差不会超过 2,dB．在此主

要取 0.9α = 进行研究，应用文献中提供的近似关系： 

   
2
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当 5a = ， 12b = ， 5c = ， 1k = ， 0.9α = 时，将原来的整

数阶积分器用式(5)代替，就可以通过仿真观察到一

个四翼混沌吸引子的相轨迹，如图 2 所示． 

 
图 2 式(2)系统的四翼混沌吸引子 

Fig. 2 Four-wing chaotic attractor for the system shown 
 with equation(2) 

2 分数阶混沌吸引子的分形分析 

然而，仅凭借图 2 还不能充分说明式(2)系统中

存在混沌现象，所以，又对其进行了分形分析，展现

了当参数在 0 10a＜ ＜ 变化时系统的各种动态行为，进

一步说明了其混沌特性．当取 12b = ， 5c = ， 1k = 时，

通过变化参数 a 可以得到式(2)系统的分岔图，如图

3 所示．通过对分岔图的分析可以发现，系统出现混

沌的区域大致在 3.8 8a＜ ＜ 范围内，验证了前面的仿

真分析．另外，在 0 3a＜ ＜ 这个范围内，系统是稳定

的，不会出现混沌吸引子．在 3 4a＜ ＜ 、8 10a＜ ＜ 这个

范围内，系统可能发现不同周期的周期吸引子，如图

4 所示．通过分岔图及其进一步分析，说明式(2)分数

阶系统具有非常丰富的动力学特性，即通过数值仿真

分析不仅能观察到混沌吸引子，而且也能观察到各种

不同周期的周期吸引子，同时在 0 3a＜ ＜ 时，式(2)系

统是稳定的． 

 

图 3 式(2)系统的分岔图 

Fig. 3 Bifurcation for the system shown with equation(2) 

 

(a) a ＝3.7 

 

(b) a ＝8.1 
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(c) a ＝8.5 

图 4 式(2)系统的部分周期吸引子 

Fig. 4 Partial periodic attractors for the system shown  

with equation(2) 

3 分数阶混沌吸引子的电路设计 

根据式(2)分数阶系统，采用频域近似法，使用

电阻、电容、模拟运算放大器 LF347N 和乘法器

AD633，可以设计一个模拟电路，如图 5 所示． 

 

图 5 式(2)系统的模拟电路 

Fig. 5 Analog circuit for the system shown with equation(2) 

图 5 中
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3
R 是可调的，它

的阻值根据系统参数 a 的变化调整．当
3

R 选取不同

的阻值时，通过示波器可以观察到各种吸引子的相轨

迹，包括四翼混沌吸引子、单周期吸引子、双周期吸

引子，分别如图 6 所示．通过比较可以发现，式(2)分

数阶混沌系统在数值仿真、分形分析和电路实现的结

果是一致的． 

 

(a) 四翼混沌吸引子(
3
=20 kΩR ) 

 

(b) 单周期吸引子(
3

31kR = Ω ) 

 

(c) 单周期吸引子(
3

11kR = Ω ) 

 

(d) 双周期吸引子(
3

12.5 kR = Ω ) 

图 6 式(2)系统电路实现的相轨迹 

Fig. 6 Phase orbits of circuit implementation for the 

system shown with equation(2) 
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4 结 语 

通过频域近似方法分别从分岔图、吸引子相轨迹

和电路设计 3 个方面验证了一个分数阶三维四翼混

沌系统中存在的混沌现象．通过数值仿真分析和电

路设计，同时观察到了较丰富的动力学特性，即当选

取不同的系统参数时，数值仿真和电路设计都能观察

到单周期吸引子和双周期吸引子，同时也都能观察到

四翼混沌吸引子．对该分数阶混沌系统的研究为分

数阶混沌应用提供了丰富的数学模型和技术支持． 
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